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веберений: 


ВЪРА, ЗНАНТЕ и ОПЫТЪ. 


«Я есмь истинная виноградная Лозл, 
а Отецъь Мой — Виноградарь; всякую 
У Меня втвь, не приносящую плода, 
Онъ отс\каетъ; и осякую, принослщую 
плодъ, очищаетъ, чтобы боле прино- 
сила плода» (1оаннъ, ХУ, 1—2}. 


ВБРА, ЗНАНМЕ И ОПЫТЪ. 
(еновной методъ общеетвенныхь я естеетвенныхь наукъ. 


(Гпосеопогичесяй и помографичесый очеркъ). 


ВВЕДЕНТЕ. 


Роковая ошибка «Критики чиетаго разума> Канта. 
Антиноми Канта. 


Со временъ Лапласа, Гаусса и Коши математическая тоор!я вфроятностей, 
имфл дЪло съ мромъ идей и ожидашй и съ программными опытами, всту- 
пила въ свлзь съ аналитическою теорей производящихъ фувкщй, т. е. 
со всею математикой, включая сюда раповнальную механику и математи- 
ческую физику, и стала точною основною паукою, зацфиляющею въ своемъ 
апргорномъ и апостерорномъ суждени и въ программахъ опыта и отчета 
вс вообще области не только рашональнаго знашя, но и сомнфн1я, 
гаданя и увфренности или иррацональнаго зная. 

Эта удивительная философская наука беретъ въ свое обсуждене 
главнымъ образомъ помографическое мышлеше или открыпе общихъ за- 
коновъ природы и обществениоетги; а въ общественности не только зна- 
не и опытъ, но и вЪра есть необходимый элементъ. Оперативная 
логика математической теор1и вФроятностей сполна обнимаетъ логику 
тождества «.4 = 4» или логику извЪстныхъ «трехъ законовъ» мышлешя 
(ваконъ противорфч1н, законъ исключепнаго третьяго п законъ тождества) 
и продолжаетт, ее въ ту сторону отъ этихь законовъ, гд8 приходится 
познавать неизвЪстное и обсуждать длалектическ1я противорфч1я или спор- 
ные вопросы, названные въ «Критик® чистаго разума» Канта антиномями. 

Допустимъ, что Кантъ въ самомъ дфлф правъ, утверждая, пто чистый 
разсудокъ предписываеть природ$ пфкоторыя безусловныя достовфрности 
или законы А рг1ог!. Но такихъ достов8рностей слишкомъ мало; ихъ не 
хватило бы для жизни мысли, и притомъ всф онф суть преддвер!я вто- 
рого сорта къ знашю. 

П. Некрасовъ. 1 


Млогмя необходим йтия достовфрности вырабатываются, недешево до- 
бываются чистымъ разумом (т. е. 2, рг1ог!), априорными «закопами большихъ 
чисолъ» (см. паже гл. Ш и ГУ), изь обсуждешя вфроятностей, какъ возмож- 
ностей или условныхъ достовЪрностей. Вотъ почему надо признать роковою 
судебную ошибку въ «КритикВ» и вЪ «Пролегоменахь» Канта, который 
приговориль къ незаслуженной казни вфроятностную теорицо позизия. 

Достовфрноети суть предЪльныя ступени вЗроятноста, какъ перемфп- 
ной величины, имфющей свою графическую скалу или коордипату. Иначе 
говоря, понят!е и графикъ вфроятности захватываютъ въ своемъ содер- 
жаши и обозначени понятю достовфриости; послфднее же поняте есть 
лишь маленькая дорогая частица перваго попятия. 

Математическая теоря вЪроятностей помогла мнб установить фор- 
мулы и графики испыташя природы и человЪческаго общества, бросаю- 
ще свфтъ въ спорныя противоположешя или антиноми Капта,—осо- 
бенпо же въ аптиномио: «существуютъ ли свободныя причины или, на- 
противъ, существуоть только необходимость, т. е. природа?» Въ «3За- 
пискахЪ о всемрной истори» А. С. Хомякова тезису этой антиномш 
соотвЪтствустъ терминъ «ираиство», а аптитезису—«кушитство». Тезисъ и 
антитезисъ этой антиноми полпфе фориулированы ниже, въ $ 7. 

Впервые связь этой аптином!н съ числовыми и графическими закопо- 
мфрностями теоли вфроятностей была трактуема мпою въ статьЪ: «Фи- 
лософля и логика науки о массовыхь проявлешяхъ человзческой дфя- 
тельности» (Математичесый Сборниктъ, т. ХХ. Москва, 1902). Теперь 
мы развиваемъ ту же номографическую идею *) и показываемъ, что если 
допускать мистику свободъ или свободныхъ причицъ, то это попущеше 
должно быть неразлучпо: 1) съ приложевшемъ къ обществу испытующихъ 
ифръ и графическихъ методовъ взроятности, т. о. условной достовфрности, 
2) съ основательнымъь народнымъ просвъщенемъ и 3) съ организащей 
прочныхь учрежден! правом$рия, запасающихъ на вебхъь (путяхъ исто- 
рическаго процесса достаточпыл основашя и средства (кассы силъ), спо- 
собпыя искупать погрфшности свободъ за счетъ ихъ творческой полезпостп и 
повертывать колесницу истори въ лаяномъ положительномъ паправлелии. 

Мистика частпыхъ свободь, безь осмотрительныхъь искупающихь и 
оберегающихъ учрежден, ведеть общество пе только къ безуправиц$, 
но и гъ пародоксальнымъь и катастрофальнымъ ноложешяхъ. Эту истину, 
противорфчащую обыденпымъ взглядамъ на свободу и ся философию, я 
пояспю ниже съ помощю примфровъ и на основаши теоремы Чебышева 
о среднихъ величинахъ, дозволяющей устаповить измЪрительную скалу 


*) Настоящая квижка есть сокращен! большой нашей книги; «Теор1я вфроят- 
востей» (изднн!е 2-е. С.-Петербургъ, 1912), гдь читатель найдегь болфо подробное 
развит!е матемитической сторовы затронутыхъ попросовъ Номографин, 


го, 39 зе 


устойчивости и неустойчивости явлешя благъ въ результать массовой 
челов? ческой дЪятельности, послфдовательно развивающейся въ ходв 
историческаго процесса. На этой скалф можно отмфчать тб пародоксаль- 
ныя положешя, за которыми слЗдуютъ и на самомъ дёл$ падрывы обще- 
ственпаго и частнаго благосостояня, если не принимать отечествелныхъ 
покровительственныхъ м$фръ права, т. е. исправлен:я погрЪиностей ми- 
стики свободъ. Законъ Чебышева, поэтому, есть важный членъ Номографли, 
онь даегь понять достаточное основаше, перушимую стфиу. 

Мистическое авторство принадлежитъ, какъ извфстпо, языку, органу 
р%чи, способному, какъ сказалъь одинъ мудрецъ, источать «горькую и 
сладкую воду», прикрашивать неправду, т. е. способному на колоссаль- 
ные подлоги и извращен1е понятЙ. Это авторство, органически стремя- 
щееся овладфвать плебсомъ, рисуя ему заманчивыя иллюзши, пеобходимо 
сдфлать подсудпымь строгой всесторонней критикЪ, получающей свое 
питан!е пзъ наиболфе чистыхъ источниковъ вфры, знашя и трудолю@я. 
Подъ свободами необходимъ фундаменртъ закона, испытаншя и правом ля. 

Касаясь методовъ вфроятности, мы пе могли пропустить вопроса о 
вфроятностной или иррамональной познаваемости ноумена илм «вещи въ 
себЪь, въ своей неощутимой или неприступной сути. Карригатурный, но 
за то легчайций пояснительный примЪфръь познаваня неприступпой гипо- 
тетической причипы приведенъ нами въ $ 26. 

СтБна, воздвигнутая кантанской философ!ей между ноуменомъ и фе- 
номеномъ, между чувствеппымъ знашемъ и вЪрою, все боле и боле 
рушится и замфняется тонкою переборкой, пужной главнымъ образомь 
для программнаго раздфленя функшй между факультетами, а въ практик 
между корпорашями, служащами единому дфлу человфческой культуры, 
впутрепней и вифшией. 

У каждой жизпенпой идеи есть своя отмежеванная, земная какъ бы 
церковь, т, е. союзъ послфдователей, гарантирующихъ уклалдъ идеи въ дЪй- 
ствительности, въ обыденномъ порядкб вещей. 

Философы чистой мистики, какъ г. Бердяевъ, ве понимаютъ этого 
порядка гарант, похрововъ, черезъ чуръ «дерзновенпо» утверждая, что 
требован1е отъ вфры гарант, дазваемыхъ знанемъ (и, прибавимъ оть 
себя, вещественными и личпыми залогами), «представляется похожимъ 
на желане пойти ва-банкъ въ азартной игрЪ, предварительно подсмо- 
трфвъ карту» (см. Н. Бердяевъ: «Философия свободы», стр. 45). По ска- 
жемь мы, если не собралось вокругъ идей хотя бы малочисленной ея 
земной церковки, храмины, то ученики этой идеи разбфгаютсл, и даже ила- 
менные Петры отрекаются отъ идеала, пока’ поють пфтухи. Поэтому хорошая 
положительная теорля познан!я присоединяеть къ опытамтъ и интуищямъ 
вфры въ ту или другую гошальную идею (искру Божю) элементы «мра 
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сего», т. е. элемепты чувствепнаго знан1я, земли, земщины, земскихъ какъ 
бы церквей и земскахъ верховныхъ гарант того, что идея прочно зацф- 
пилась корнями за нашу планету въ нёкоторыхъ матемальныхъ точкахъ 
и получила на ней территорлальное жительство въ учрежденяхъ и людяхъ. 

При разсмотрён плодовъ мы учитываомъ дволюй по качеству жиз- 
ненный реализыъ: низший (земекюй. матеральный) и выспий (идейный, спи- 
ритуалистическй). Этому раздвоеншю соотвЪфтетвують два покрывающихъ 
свода, два неба: фазическов (космичесый порядокъ) и спаритуалистическое 
(нравственный м’ропорядокъ). Хриспансюй Логосъ соединилъ эти два, 
неба, заключилъ союзъ между двумя мрами. Реальную мысль Логоса 
выскажемь Его словами: «Я есмь истинная виноградная Лоза, а Отецъ 
Мой— Виноградарь; всякую у Меня вфтвь, пе припосящую плода, Онъ 
отсфкаеть; и всякую, ириносящую плодъ, очищаетъ, чтобы болфе прино- 
сила плода» (Тоаниъ, ХУ, 1—2). 

Не могли мы не коснуться четвертой антимон]и «Критики» Капта, 
въ которой споръ идеть уже не о научной «эврик», а о религозпомъ 
озарени вфрою. Позади тезиса этой антином!м разумФется необходимое 
Верховное Существо; позади же антитезиса, по нашему разумфн!ю, мны- 
слится въ историческомъ процесс вселенская, иагическая власть вздутаго 
(бумагами и спекулативными фигщями) символическаго золотого тельца 
(всемтрпаго капитализма). 

Возможно ли математику и математическую впроятность счи- 
тать основным; формирующимь и критическим мепнодомь познаванёя? 

На этотъь вопросъ настоящая книга отвфчаеть утвердительно. 

Основная методологическая наука рисуется какъ единый стволъ со 
многими развфтвлешями. Въ этомъ соединен!и можно различать слфдующе 
три главныхъ метода собирашя и раздаваня знаня и созидающаго умфшя: 

1) паука классифицироваишыхъ чиселъ, конкретныхъь и идеальлыхъ, 
символических, — аритмологя *) (царица математикн, по выражепию 
Гаусса; а математика есть царица наукъ); 

2) наука упорядоченныхъ и измфримыхъ вифшними чувствами вос- 
прят! ипредметовь видимаго м!ра — геометричесюй анализъ съ оитикой 
и вомографическимь исчислен1емъ; 

3) наука утопченной связи (союза) познающихъ одного «я» и мно- 
гихъ «Я» («мы», соборт,) съ познаваемымъ, именно: &) сь ощущаемымь 
внзшнимъ мфомъ и 6) съ неощутимымъ (внфшними чувствами) Абсолю- 
томъ, Необходимымъ Существомъ,—вфроятностная сипоптика, сиитетиче- 
ская критика ращшональнаго и ирращюнальнаго познашя. 


*) Терминь «иритмолог!я», близи къ термину «ариометика», борется изъ 
‘татьи проф. Н. В, Бугаева: «Математика и научно-философекое м!росозерцан!е». 


ГЛАВА [. 


Элементы математической теор!и вфроятноетей. 


$ 1. Случайныя явленя. ВЪроятности случайныхъ явленй. 


Прежде чфыъ наблюдать и исчислять повторяюпияся явлешя въ связи 
съ ихь происхожденемъ, мы должны формально опредзлять обсуждае- 
мыя явлен1я въ порядк$ ограничен!я пространствомъ, временемъ и при- 
знаками, болЪе или менфе ясными. Даже смутно представляющияся явленЁя 
должны быть очерчены формально изсколькими ясными достовЪфрными 
признаками. 

Всякое явлеше имфетъ свои причипы или осповашя и ифть дфйствл 
безъ основан1й; это положене есть основное правило пашего мышлешя. 
Но часто мы не въ состоянии открыть причинъ какого-либо явленя и 
ошибаемся въ опрелфлени ихъ. 

Съ такого рода неопред$ленностью въ изысцкани причинъ явлений 
мы встрВчаемся па каждомъ шагу, и если явлешя произошли или имфютъь 
произойти въ будущемъ подъ дфйстемъ причинъ, носящихь характеръ 
неопредёленности, то тая явленя называются въ тоори вфроятностей 
случайными. Случайное явлене можеть иногда произойти, иногда пе 
произойти. Если случайное явлеме не было наблюдаемо, а только ожи- 
дается, то оно называется вроятнымв. 

ВЪфроятное явленю можетъ быть вфроятвымъ въ большей или меньшей 
степени, & также два событя могуть быть равновфроятвыми. 

Вообразимъ урну, содержащую три черныхъ и десять б$лыхъ шаровъ 
одипаковой величины. Шары эти тщательно перем$шаны, и изъ урны на- 
удачу извлекается одинъ шаръ; возможно появлене какъ чернаго, такъ 
и бЪлаго шара. При этихъ условмяхъ вфролтнзе ожидать появлен1я 6%- 
лаго шара, ч$мъ чернаго. Если бы число бЪлыхь шаровъ было равно 
числу черныхъ, то появлен!е бЪлаго и появлене чернаго шара были бы 
въ данпомъ опыт событями равнов$роятными. Итакъ, можно различать 
степени вфроятя, или, иначе, вЪроятности явленшй. СлЪдовательно, в%- 
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роятность явлешя можно разсматривать, какъ величину, и выражать ее 
числомъ. 

Посмотримъ, что нужно знать, чтобы выразить математическую в}- 
роятность ожидаемаго собымя Е числомъ. Будемъ называть обстоятель- 
ства, осуществлеп1е которыхъ неизбфжно ведетъ къ осуществленю дан- 
наго собымя И, статочностями. блоюпрятстоуоющими этому собы- 
тпо;— обстоятельства же, осуществлен!е которыхъ ведетъ къ неосуществле- 
нию даннаго событя Ё, статочностями, неблеоптятствующими этому 
событно. Чтобы выразить числомъ вфроятность даннаго событя Ё, нужно 
опредзлить статочности, какъ благопрятствующия, такъ и неблагоприят- 
ствующя этому событ!ю; причемъ необходимо, чтобы всф эти статочно- 
сти удовлетворили слёдующимъ тремъ условямъ; 

1) чтобы онз были равновьроятны, или, какъ принято выражаться, 
равновозможны; 

2) чтобы статочности эти были несовмьстимы, т. е. чтобы при осу- 
ществлеши одной статочности было невозможно осуществление въ томъ 
же испытани какой либо изъ остальныхъ статочностей; 

3) чтобы статочности эти были всевозможны въ томъ смыслф, что при 
данномъ опытЬ одна изъ этихъ статочностей непремфнно должна осуще- 
ствиться. 

Пусть ® будетъ число всфхь возможныхъ, удовлетворяющихь тремъ 
вышеуказанным требовашямъ, статочностей, а т пусть будетъ число ста- 
точностей, благопрятствующихъ данному событ!ю; при этихъ услошяхъ 
вфроятность даннаго явленая принято опредлять числомъ: 


Итакъ: спроятность явленя есть отношене числа статочностей, 
блаопрлятствующихь данному событаю, ко числу веьхь статочностей, 
причемъ статотиости эти должны быть выбраны такъ, чтобы онф были 
равновозможными, песовмфстимыми н всевозможными. 

Чнеловая величипа вфроятности есть, по самому своему опредфлению, 
правильная дробь и лишь въ предзлВ обращается въ 1 или 0. 

Если т = п, т. ©. ве статочности благопраятствуютъ событцо, то 
вфроятность его будеть р= 1, причемъ собыше доажно достовтрно прои- 
зойти. Слфдовательно, единица есть символъ достовфрности того, что со- 
быте совершится. Если и = 0, т. е. всф статочности не благопраят- 
ствуютъ событю, то вфроятность его выразится числомъ р = 0, причемъ 
событе достовфрно не произойдетъ. Слфдовательно, нуль есть символъ 
достовфрности того, что событе не произойдетъ. 
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3 2. Номографическое различе учетно-см$фтнаго порядка отъ кон- 
трольно-ревизгоннаго порядка при изслфдоваюй явлений. 


Не смотря .на то, что теорля вфролтностей, глядя въ будущее и въ 
скрытое отъ сознашя, занимается явлен1ями, осуществленше которыхъ но- 
сить въ ея глазахъь случайный неопредфленный характоръ, опа приво- 
дитъ КЪ достовфрнымъ выводамъ относительно совокуппостей такихъ 
явлеп1й,—къ выводамъ, имфющимъ весьма важное значене для Номо- 
гнаф1и, какт, теоретическое, такъ и практическое. 

Таковъ оперативный заколъ, извфстный въ теори вфроятностей и ста- 
тистикф подь именем закона большить чисель, важнаго въ апрлорномъ 
учетно-смтномъ ассигновани и подмфчиваемаго также а ро$емог изъ 
массовыхъ наблюденй дфйствительпости научпыми методами изслфдовашя. 

Исчислеше явлешй задним числомь соотвфтствуеть коптрольному 
ревизонному порядку, разсматривающему уже совершивиеся факты и 
сличающему по уставамъ и записямъ теоретическое ожиданю фактовъ 
съ оказавшеюся ДЬйствительностью, учитывая отклонене отъ даннаго 
положення на дЪфлЪ, предвидимое теоретически въ болфе или менЪе узкихъ 
предфлахъ. Это отклонене называютъ статистпческамъ техпическимъ ба- 
лансомъ. Будучи то ниже, то выше даппаго уровпя, эти фактичесве 
итоги въ рядф лфть повторяющейся истори имфютъ тепдепщю уравно- 
вфтиваться отпосительно ипсторико-статистическаго средняго. Радъ тех- 
ническихъ балансовт, взятый въ исторической посяфдовательности, пред- 
ставляеть интересъ въ управлети, въ историко-статистическомъ методф, 
въ уроках» истори или наведеняхъ па будущее время и въ выработк$ пра- 
вилъ оцфики, обмфна, наслбдоваюя, завфщан1я, долгосрочпой аренды и пр. 


$ 3. Курсы довфря къ обязательствамъ. Паритетъ и отклоненше оть 
паритета. 


Права одпихъ въ обществ® суть долги или обязательства другихъ и 
ваоборотъ. Въ обществЪ правовыя лица связапы другъ съ другомъ, какъ 
кредиторы и дебиторы; причемъ слову -«‹кредитъ» мы даемъ шировй 
смыслъ, относящйся къ духовнымъ и матерлальнымъ цфиностлмъ. 

Колебаня довфря измфряются хурсоме, который есть въ сущпости 
вфроятность, перемфнная въ нашемъ воззрЪи, судя по фактамъ. По- 
яснимъ это понят! на финансовомъ кредптЪ, о которомь Д. И. Мендф- 
лБевъ сказалъ: «капиталь есть не золото, а довфрае». 

Если группа лицъ „4 владфеть возложенными па среду (на множе- 
ство) лицъ ВБ обязательствами уплатить по золотому рублю за каждое от- 
дфльное обязательство, то числовую вВроятность р исполнен1я наудачу 
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взятаго обязательства назовемъ курсом р довзря къ обсуждаемой со- 
вокупности обязательствъ и къ фактической власти лидъ А надъ мыслен- 
ными, по обязательствамъ, золотыми рублями, взыскиваемыми съ лицъ В. 

Подобные курсы учитываетъь рынокъ (биржа), покупающи и продаю- 
щи цфнныя бумажныя обязательства однихъ лицъ передъ другими ли- 
цами, когда обязательства возникаютъ на почвВ разм$на за деньги пред- 
метовъ народнаго хозяйства, считая не только товары и частныя иму- 
щества, но и наемный трудъ въ числВ таковыхъ предметовъ. 

Единицу, какъ предзлъ курса р довфрия къ обязательствамъ, пазо- 
вемъ паритетомз, т. в. равенствомъ между выгодой или ожидашемъь 
(возможпымъ влад}н1емъ), вытекающемъ изъ обязательствъ, и осуществле- 
н1емъ обязательствь при наступлении обозначенныхъ въ обязательствВ 
обстоятельствъ. Разность же 1 — р пазовемъ отклонешемъ курса р до- 
вфрая отъ парятета 1. 

Если въ силу обязательствъ разность | — р увеличивается, то это 
числовое явлене будетъ соотвЪтствовать ухудшению видовъ на исполлене 
обязательствь и паденю курса р довфрая къ обязательствамъ. 

Нормальныя колебашя курсовъ должны зависфть оть объективныхъ, 
неподдфльныхь обстоятельствь промышленнаго движошя. Если, напри- 
мЪръ, дебиторы В суть хлфбопроизводители, то сами они зависять, съ 
одной стороны, оть случайностей климата и урожая хлЗбовъ, а, съ пру- 
гой стороны, отъ капризовъь м$фстнаго и мроваго рынка, устанавливаю- 
щаго цёны на продуктъ ихъ творчества. Поэтому, курсы ихъ обязательствъ 
могуть падать и подниматься отъ естественныхъ обстоятельствъ времени, 
оть объективныхъ, закономфрно проявленныхъ причинъ и открытыхъ цф- 
лей промышленнаго творчества и товарообм$ на. 

Научное изслфдован!е оцфниваетъ въ массЪ курсы довфрия къ судебнымъь 
показанямъ, свидфтельствамъ, мфрамъ для дцфли. Туть дфйствують уже 
испытания общественной психологи и идея правомърёя, направленная 
противъ погр8шностей и лукавыхъ спекуляцщй. 


$ 4. Теорема сложения. 


о Если явлеще Е может осуществиться в5 нъсколькитв несовм»- 
стимыть видаль Е, Е,. Е,..., то въроятность нвлешя Е равна 
суммь въроятностей всъть такихь видов. 

Второе выражен1е теоремы сложеня: ввроятность тою, что 06у- 
ществится одно изз несовмьстимихь событай Е, Е....., равна суммъ 
въроятностей этихь событий. Собыпя Е, Е,,..., очевидно, можно 
принять за виды событ1я Е. 

Третье выражеше теоремы сложен!я: если событию Е блаотрят- 
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ствуютз несовмюетимыя статочности Е, Е.,..., то впроятность 
собыпая Ё равна сумм вьроятностей всъть такихь статочностей. 

Это выражене показываетъ, какъ вычислить вфроятность въ томъ 
случаЪ, если удалось получить группу неравновозможныхъ статочностей. 


$ 5. Противоположныя явленя. Группа всевозможныхь несовмЪсти- 
мыхъ явлений. 


Два несовм$стимыхь явленя 4 и В, изъ которыхъ одно непремЗнно 
должно случиться, называются яротивоположными. 

Осуществлен!е одного изъ противоположныхъ явлевй равносильто 
неосуществленю другого. Если случится собыпе „4, то это значитъ, что 
не случится В; если не случится событе 4, то это значить, что слу- 
чится В. Утверждене событля 4 есть отрицане собымя В и отрица- 
1е собыпя 4 есть утверждеше событя В. Не—А есть событе В и 
не— В есть событе А. Прим$ромъ противоположныхь явлеюшй могуть 
служить вскрыше орла и векрыт!е рфшетки при бросан!и монеты. 

Имфемъ два противоположныя явлешя А и В. Пусть р взроятность 
событ1я А и 4 вфроятвоеть собымя В. ВФроятности эти обладаютъь 
слфдующимъ свойствомъ: 

р+ч=1. 


Въ самомъ дВлВ, по второму выражению теоремы сложешя вфроятно- 
стей, вфроятность того, что случится одно изъ явлен!й А и В есть 
р-=а. Съ другой стороны по самому опредфлешю противоположныхъ 
событй та же вфроятность есть достовфрность, т. е. выражается числомъ 
1. Поэтому р+9=1, т. е. сумма вюроятностей 9двуте противо- 
положныхе лвдещи равна единицль. 

Обобщимъ это заключеше. Вообразимъ рядъ несовмЪфстимыхъ явлений 
А, 4, А... 4, Пусть собышя эти выбраны такъ, что одно 
изъ пихъ непремънно должна осуществаться. Такой рядъ событий бу- 
демъ называть лолной зруппой несовмъстимыхё событий или пруппой 
всевозможных несовлюстимыхь событий. Пусть р, В... РВ» будуть 
вфроятности этихь собышй. ВЪ$роятности эти обладаютъь слфдующимъ 
свойствомъ; 

рр... = Ё. 

Въ самомъ дЪл, по второму выряжен1ю теоремы сложешя вЪфролтно- 
стей, вВроятность того, что случится одно изъ этихъ событ, есть 
р +2--...- рь; съ другой стороны одно изъ нихъ непремфнно слу- 
чится. Сл$фдовательно, 


р р +... р = 1. 


=) бе: 


8 6. Сложное событе. Поняпе объ условной вфроятности. Теорема 
умножения. 


Событе, состояшее въ совпадени при данномъ испытан двухъ или 
нфсколькихъ совместимых событй, называется сложнымеё собъитеме, 
причемъ совпадаюция событ!я, составляюпия это сложное событе, на- 
зываются простыми. 

Теорема умножешя вЪроятностей: втроятность сложнаю события, 
соспоящазо вз совпадеми двуха простых событ Е, в Е,, равна 
произведению абсолютной впроятности однозо изь этилз события на 
условную втроятность дррюшю события. найденную в5 предположени, 
4110 первое событие имтьло мьсто. 

Теорему умпожепя легко обобщить. Въ обобщенпомъ вид она вы- 
разится такъ: въроятность сложнало событгя, состоящаго вз совпадении 
нисколькиэз простыть событёй, равна произведению абсолютной въ- 
ролттногти однизо изъ этихь событ на условную въроятность дру- 
300, найденную вё пруедположени, что первое событие состоялось, да- 
лъё на условную въроятность третьятюо событая, найденную в5 пред- 
положення, что первыя два событая состоялись, и тт. 9., 4 наконецз, 
на условную въролтность послюдняю собыпия, найденную в% предпо- 
дожен, что всь остальныя события состоялись. 

. $7. Независимыя событя. ВЪроятностная мфра зависимости. Теорема 
умноженя въ случаБ независимыхъ событй. Свободная причинность. 


Два совмЪстимыхъ событя 4 и 4, называются независимыми, если 
безусловная вфроятность одного изъ нихъ равна вфроятности его, вычис- 
ленной въ предположени, что другое собыше имфло м$сто. Говоря ипаче, 
два событя А и А, называются независимыми тогда, когда вфроятность 
одного изъ пихъ не измфилется отъ того, имфло ли мфето другое событе, 
или нЪтТЪ. 

Въ противоположномъ случа явлешя Аи А, пазываются зависи- 
мыми, и зависимость эта имфетъ различныя степени. 

сли взять въ разсчетъ эту зависимость .4 отъ явлеюя 4,, то будемъ 
имфть для вфроятности р авлешя 4, совмфстимаго съ А, вамащю 
др = р’ — р, гдВ у’ есть яереучтенная вфроятпость явленя А, взятая 
по наступлени явленя „.А4,. Условимся при этомъ въ слёдующемъ пони- 
мани двухъ терминовъ: крфпостная зависимость и свободная зависимость. 
При кръъяостной или неразрывной (полной) зависимости явлешя А оть 4, 
инфемъ: либо р’ = Ти бр = 1 — р (это случай положительной крЪпо- 
стной зависимости); либо у’ —= Ои бр = 0 — р (это случай отрицательной 


В 


крфпостной зависимости); при свободной зависимости либо 0 < бр< 1 — 2, 
либо 0 > бр > 0 — р. При независимости совмЪстимыхъ фактовъ 4 и 4, 
варащя бр вфроятности р явлешя .4, возникающая подъ впетатл-шемъ 
явленя А,, есть абсолютный пуль; а при зависимости, наоборотъ, 
варац!я 6 не есть нуль. Приблизительпая (относительная) независи- 
мость совмЪстимыхъ явлешй 4 и 4, характоризуется тЪмъ, что бр хотя 
и не есть нуль, но оказынается ничтожною, пренебрегасмою (безъ чув- 
ствительности, безъ патоломи въ чувствахъ) величиною. 

Варацио бр можно принять за графическую м$ру величины или сте- 
пени зависимости связанныхъ явлений. 

Теорема умноженя для сложпыхь событй, состоящихъ изъ совпаде- 
ня независимыхъ событй, обладаетъ болфе простымъ выраженемъ, тёмъ 
для сложныхъ событИ, состоящихъь въ совпадеши событй зависимыхъ. 
Такое упрощене имфетъ огромное зпачеше для Номографли. 

Теорема. Бироятность сложнато события, состояинкио изз совпа- 
дея зльсьолькить простыхь независимыль событий, равна произведеню 
абсолютных въроятностей этихь простыхь событий. 


Свободная причинность или только необходимость? 


Поняте о независимоети и о м%8рахт зависимости и устойчивости 
массовыхъ явлеюй историческаго процесса Тфено связана съ разрЪфше- 
н1емъ канпанской амииномёи: свобода или необходимость. Эта антино- 
м1я (третья) въ «Критикф» Канта (см. переводъ Н. Лосскаго, стр. 276) 
выражена такъ. 

Тезисъ. 


Причинность согласно закопамъ природы есть не единствеппая при- 
чинность, изъ которой могутъ быть выведены всф явлешя въ м1рФ. Для 
объяснешя явлешй необходимо еще допустить свободную причинность 
(Самза АЕ аигсй Егетен). 


Антитезистъ. 


Не существуетъ пикакой свободы, но все совершается въ мфЪ только 
согласно законамъ природы. 

Въ нашей статьВ: «Фллософя и логика науки о массовыхъ прояв- 
лен1яхъ человЪческой дЪятельности» (Матем. Сборникъ, т. ХХШ. Москва 
1902) мы впервые разрфшили антином!ю: «свободная причинность или 
только пеобходимость» въ духЪ тезиса, показавъ, что разрфшающая формула 
дается графиками, формулами и исчисленями вЪфроятностей, ограничи- 
вающими мистику частпыхъ свободъ общими нормами права. 
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Независимость явленй 4 и А, обусловливается въ самомъ бытьи 
независимостью (свободою) причипныхъ факторовъ О и О, производя- 
щихъ эти явлеюя, выбирая по своей волЪф средства изъ ряда: а, 6,... 


ГЛАВА П. 


О вфроятноетяхъ еложныхъ вобытйй при многократномъ 
повторен!и проетого опыта. 


$ 8. Повторяемость событй. Случаи, когда вфроятности противопо- 
ложныхь собыйй Еи Р’ при повторени опыта не измфняются. 


[. Многое интересное подъ солицемъ и луною повторяется, правда 
не въ точной коши, а съ большими или меньшими модификащями ана- 
логическаго опыта. 

О повторенляхъ интереса, изм8ряемаго болфе сложными формулами, 
какь символическими м%рами, р\фчь будеть идти на протяжеюшиа 
главы Ш. Первыя же понятия составляются на повтореняхъ, требую- 
щихъ наиболфе простого ариеметическаго счета явлешй. На этихъ про- 
стЪйшихъ повторешяхъ остановимъ вниман!е въ пастоящей главз. 

П. Пусть данному опыту свойственны два противоположныхъ явлен!я 
Еи РГР. ВЪрюятности ихъ пусть будуть р и 9. Этоть опытъ, какъ прак- 
эпическое дъйствее даннаго субзекта, преслЪдующаго данный интересъ, 
чисто научный (познавательный) или же промьпиленный, назовемъ опе- 
рашей. Это прост5йшая изъ операщй, кои мы ниже будемъ изслфдовать. 

Опытъ этотъ предполагается воспроизвести $ разъ при одинаковыхъ 
условяхъ, велЗдетвне чего вфроятности явлешй Ё и К остаются при 
повторешяхъ этого опыта неизмфёнпыми. Въ такомъ сложномъ опытф, со- 
стоящемъ изъ $ отдфльныхь испыташй, возможиы различныя совпаденя 
простыхъ событй, т. е. различныя сложныя собыпя. Опредфленемъ в$- 
роятностей ихъ мы и займемся, но сначала условимся вь н$которыхъ 
обозначеняхъ. 

Условимся явлешя ЁЙ и Г’ въ опытВ подь нумеромъ Ё обозначать 
полнфе черезь ЕЁ, и Р,. При этихъ пумеращяхъ символь Е будеть об- 
щимъ обозпачешемъ частныхь символовь №, Ё,,..., Е, а символь 
Е будеть общимъ обозначешемъ частныхъ символовъ Р,, #.,..., Ё,,. 
Далфе предполагая, что 

анонс ... ==3, 


будемъ обозначать символомъ 
(2, Е, а Е. РГР. ... Вань РЕ ... ИЕ .. .) 


Ни 


сложное событ!е, состоящее въ томъ, что при 3 предполагаемыхъ испы- 
тащяхъ сначала а разъ состоится событе Е, потомъ № разъ событе Р, 
далфе с разъ собыше Е ит. д. | 

Переходя къ разсмотрфв!ю ряда основныхъ вопросовъ, относящихся 
къ разсматриваемому ряду $ независимыхъ испыталй, замЗтимъ еще, что 
собыйя Еи Г въ одпомъ изъ опытовъ должны считаться независимыми 
по отношеню къ таковымъ же собыпямъ въ другомъ опытф. 

Задача 1. Олрефьлить въроятность тою, что при $ предпола- 
заемыть игпытатяхлв, которым свояственны противоположныя явления 
Е и ГР, события эти, слъдуя друз за друзомь.в5 данном порядкъ, 
состоятся первое а разь и второе 3 — а разе, 

Предпололимъ, что данный порядокъ, въ которомъ при $ предпола- 
гаемыхъ испыташяхъ могутъ состояться явлешя Ви Р, есть сл$дуюцщий: 
сначала а разъ состоится собыме Ё, потомъ 6 разъ собыпе РЁ, затВмъ 
с разъ событме Ё ит. д., причемъ: 


ансрт... = @, 


| 


р+4-+... 3 — а. 


Придерживаясь вышеуказаннаго обозначеня, замфчаемъ, что разематри- 
ваемое сложное событ!е, вфроятность котораго ищется, можно предста- 
ВИТЬ СИМВОЛОМТ: 


(Е, Е, 2 аи 


Такъ какъ простыл явлешя, изъ которыхъ слагается это событе, суть, 
кауъ сказано выше, пезавиеимыя, то здфсь примфлима теорема о вЪфроят- 
ностяхъ сложныхъ событй, выведенная въ & 7. Итакъ, искомая вЪроят- 
ность Р представится слфдующимь образомтъ: 


РЕ... 900. 00 рр 


3 


короче, будемъ имть: 
р =“. 


Задача 2, Опредьлить въроятность тозб, что при $ предпола- 
заемыть испытащяль, противополотныя собпия Е и Р состоятся 
соотыпственно чи 8 — д разз, слидуя дру за друзюмё 5 накомё бы 
то ни было порядкъ. 

Для рьшешя этой задачи прибЪгаемъ къ теорем сложетя и умно- 
жешя. Собыпе, вЪроятность котораго ищется, можеть осуществиться въ 
нфсколькихъ несовмфстимыхь видахъ; поэтому, для рфшен1я нашего во- 
проса, надо опредфлить вс эти виды, пайти ихъ взроятности и сло- 
ЖИТЬ ИХЪ. 


Для опредфлевя всфхъ видовъ разсматриваемаго событ1я, возьмемь 


рядъ чиселъ: 
1 ев 


и сдВлаемъ изъ этихъ чиселъ всевозможныя сочетаня по а чиселъ въ 
каждомъ. ВсБхъ такихъ сочетанй будеть С,". Входяпия въ каждое изъ 
такихъ сочетан]й числа припишемъ ипдексами при буквахь Й а8— а 
чиселъ ряда 1, 2,...,3, которыя не вошли въ соотвЪтственное сочетане, 
припишемъ индексами пре буквахъ №, Затмъ изъ буквъ Е и Р съ при- 
писапными къ нимъ указаппымъ способомъ ипдексами, соотвЁтственно 
каждому сочетан!ю, составимъ символы вида: 


(ВЕ... Е.Р. а Ея... Р.ьИньы ... Вльниь..). 


Символовъ этихъ будетт С,; каждый такой символъ выразить, согласно 
установленнымъ ранфе обозначешямъ, сложное событе и представить въ 
то же время видъ событя, вфроятность котораго ищется. Эти виды не- 
совмфстимые и всевозможные. ВФроятность каждаго вида опредФляется 
по прецшествующей задач, т. е. вфроятпость каждаго вида есть 
29“. 

Складывая вфроятности всхъ этихъ видовъ, находимъ, что искомая 
вфроятность АР, . представится такъ: 


АР — С“ р" 9". 


Эта формула сохраняеть силу и при а = 0, если полагать С’ =1. 
Имвемъ: 


та 
(4 = р2)' = У, С"р"а-тд". 

т=0 
Поэтому можемъ сказать, что найденная вфроятность ДР, .„ есть ничто 
иное, какъ коэффищепть при <” въ разложени бинома (9-=рх)’ по сте- 
пенямъ х. Биномъ атотъ, по терминологи, установленной Лапласомъ, 
есть производящая функшя вфролтностей АР, „ или ихь женератриса. 

Будемъ полагать: 


Р.,, . = АР, о + АР,, +... АР, „Ш И ЕО, 


Задача 3. Опредълить впроятность тоз0, что пуи 3 предполазае- 
мыхз испытатщяхь событце Е состошися не менпе а разз и не болте 
6 разз (а < в). 

Искомая взроятность есть вфроятность того, что при $ испыташяхь 
собыме Ё появится либо а разъ, либо а-+- 1 разъ, либо а-н2 
разъ,..., либо В разъ. 


ыы, 


Взроятность т — кратнаго проявлен(я собымя Ё при $ испытатяхъ 
выражается, какъ мы нашли, формулой 
СГр"а". 
По теоремВ сложен1я искомая вфроятпость Р представится суммой 
такихъ форууль для веЪхъ цБлыхъ значенй  оть а до В, т. е. 
эт .. В 
Р = р Сто" м. 
та 
Задата 4. Найти наивьроятнъьйиция числа появлений Е ц Р при 3 


испытанаяхь. 

Пусть искомыя наивфроятнЪйпия числа появлешй Ни Ё приз 
предполагаемыхъ испытаняхъ будуть м и $ — а. В$роятность того, 
что числа появаеншй событй Еи Р будуть а из — а, представатся 
коэффищентомъ при 5“ въ разложенш бинома (4-нрх)’ по степенямъ г, 
причемь коэффищентъь этотъ, соотвфтетвуя наивфроятнфйшимъ числамъ 
появлешй #и Л при $ испытавшяхъ, должень быть наибольшимъ. Имфемъ: 


т—® 
(Ч 25) = У Стр” "т". 
т-=0 
Наибольший коэффищенть С, р°4’* долженъ быть не меньше коэффи- 
щентовь смежныхь съ нимъ членовъ, т. е. должны имфть силу нера- 
венства: | 
Се 0" = а а и 
Ср и“ = Ор т! й 


Упростивъ эти неравенства, получимъ: 


$ —а-+ Пр 
р ты 


РЬшивъ каждое изъ этихъ неравенствъ относительно а, найдемъ: 
3 — Ч = а =... . = + (1) 


Такъ какъ разность предфловь р — Ч и зд р, въ которыхъ должно 

заключаться число я, равна р +9 = 1, то, при дробномь значеши 

числа 5р — 9, между предВлами 0$ — ри 5р р непремБнно должно 

быть единственное цзлое число, которое и должно выражать искомое 

число я.. Если же число зр—4 окажется цфлымъ, то искомое число а 

можно принимать равнымъ по произволу какъ 0$ — 4, такъ и рз + р. 
Во всякомъ случаВ а, опредфляется слфдующимъ образомъ: 


а, = ЗН, . . , (9) 


га = 


гдз 0 есть дробь, хополняющая число зр до цВлаго числа и удовлетво- 
ряющая услов1ямъ: 
— = 0 = р. 
Если воспользоваться символомъ Ё,(1}, обозначающимъ «круглое» цёлое 
число, удоввлетворяющее условемъ: 
а<т— Е, (2) < 1-4, гд$ — 1<а<0, 
то можемъ положить: 
а, = Е_,(3р) п 0 = Е_„(3р) — №... .. (2') 

ДалВе находимъ: 

8— а, =$(1— 9) —0 =391— 6 =$— Е. (3). .. (3) 


Изъ равенствъ (2) и (3) находимъ: 








р+ 9 
а. $ 
$5—@. 0. 
в 


Если число $ значительное, то - весьма малая дробь, такъ что прибли- 
зительно 
“. — 
5—а, = 
Результать этоть можно формулировать какъ теорему: ваивфроятн®йтя 
числа появлешй Е и Р при большомъ числф $ испыташй приблизи- 
тельно пропорщональны вфроятностямъ этихъ событий. 
Для безкопечно большаго числа испытаний, т. е. Для $ = со, указан- 
вая пропоршональность становится вполнф строгою. 


$ 9. Случаи, когда вфроятности собыйй Е и Е измфняются при 
переходф оть одного опыта къ другому. 


Вообразимъ, что опыть, которому свойственны явлешя Е и Ё, 
предполагается воспроизвести $ разъ; кромЪ того, пусть вфроятности со- 
бытй Ея ГР, при переходв оть одного опыта къ другому, изыфняются, 
причемъ вфроятности этихъ собыйй въ опытв К условимся обозначать 
черезъ р, и 4,. Остальныя обозначеня предыдущаго параграфа сохра- 
ниМЪ здВеь въ силф. 

ВЪрояткости событий Еи Р при каждомъ опытЪ пусть зависятъь 
только оть порядка нумераши опытовъ и для данпаго нумера опыта 
имфютъ вполнЪ опредфленныя значен!я. При этихъ условяхъ собымя Ё 
и К одного опыта будуть независимыми по отношению къ таковымъ же 
собыпямъ въ другомъ опыт$. 


И лы 


Задача 1. Опредилить вроятность тою, что при з предтолазае- 
мытё нспыташятз события Е и Г состоятся а и з—а раз, слъдуя 
друмь за друзомь в8 данном порядкъ. 

Предположимъ, что данный порядокъ, въ которомъ могутъ состояться 
событя Ен Р, есть слёдующий: сначала а разъ состоится собыше Е, 
потомъ 6 разь событ!е ®, затВыъ с разъ событе Е ит. д. 

Слфдуя установленнымъ выше обозначенямъ, замЗчаемъ, что событ!е, 
вфроятность котораго ищется, выражается символомъ 


ШИ Рави 


ВЪроятность Р этого сложпаго событя по теорем$ умноженя вф- 
роятностей въ случаЪ независимыхъ событ! представится такъ: 


а — р,р. -..Р.4ан: ... ВачьВочьня ++. Ражьче + .- 

Задача 2. Опредълить въроятность тов, что при $ предпола- 
заемных испытазаяхь событля Е и Г состоятся соотвутсетвенно а 
фазь и з—а. слъдуя друзз за друюмь в5 какомз бы то ни было порядкъ. 

Разсмотримъ коеффищентъ при 2” въ разложени производящей функщи 
(4. +22) (4. + р.2)...(4,-Н р.) по степенямъ 2, т. е. въ разложен!и 


(9, +р,=2) (49. НР.) ... (4, + р?) = АРь + АР,.х +... 
... -- АР. «2+... +АР,,1', (...... (1) 


гдз ДР,., АР,.,... суть коеффищенты. Опредфляемый коеффищентъ 
есть АР, .. 

Слфдуя правилу умножевя многочленовъ, легко убфдиться, что коеф- 
фищентъ АР,, представляется суммой вида: 


АР, . == Хр. :.* . В», д», 9», я Чиа) 


гдВ суммоване распространяется на всевозможныя величины вида 1., 
2...) Ро Чыз Чы» Ч», „, ВЪ Которыхъ индексы А,, А,,... №, Кр 
и... Вы берутся изъ ряда чиселъ: 1, 2,...,5$ и вывстЬ предста- 
вляють собою весь этотъ рядъ чиселъ, написанныхъ только въ другомъ 
порядкф. Очевидно, сумма эта представляеть собою сумму вфроятностей 
всфхъ несовыфстимыхъ видовъ, въ которыхъ можеть состояться собыше, 
вфроятность котораго ищется. Поэтому указанная сумма, а выфств съ 
нею и коеффищенть АР, ., представить намъ искомую вфроятность. 

Задача эта есть обобщене 2-й задачи 8 8, въ которую она и обра- 
щается, если принять: 


р, = Р. =Р.... =, 91 =1, =@9:... = 4+. 
Будемъ полагать: 


Р, «= АР. о +АР,. +... + АР, и Ро =0 
0. Некраеовъ. 2 
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$ 10. Пунктирная даграмма связи мемду вфроятностью А Р,,. и пе- 
ремфннымъ «. Деформащя этой даграммы при неограниченномъ 
возрастании числа $. М$ра устойчивости итога 2. 


Обозначивъ вышеуказанную взроятность АР, , буквой В, будемъ имЪть 
уравнеше: 
и, 

Для иллюстрированя связи между перемфнными а и В можемъ по- 
строить Декартовскую д1аграмму на плоскости прямоугольпыхь коорди- 
натъ. Для этой цзли перемфнныя а и В нанесемъна скалы Ох и Оу, 


полагая: 


Ави еее 5) 
гд$ Си СЁ. суть линейные модули скалъ. 
Скала х будеть имфть штрихи съ помЗтками 0, 1, 2,...,5. Чтобы 


при весьма больытомъ $ рисунокъ не вышелъ изъ предфловъ чертежа, 
нужно брать модуль С весьма малымъ. При этомъ весьма длинную скалу 
приходится дфлить на скалярные интервалы. Если для измфневй х 
возьмемъ скалярный интервалъ (я, п +1), полагая я = э'Д, а'>0 
и +1 = а! [, а’3 а"! «3, то можемъ положить въ этомъ иптервал$: 


гдЪ Г, есть размфръ всей скалы, соотвфтствующИй цыфровому интервалу 
(а, и") изифнен! цфлаго числа х и долженствующий умфщаться на дан- 
номъ кускф бумаги. При большомъ числБ а" — а' модуль Г, малъ. 

Напротивъ, модуль Г, при весьма большомъ $ нужно брать весьма 
большимь, чтобы скала функщи АР, , не оказалась микроскопическою. 
Ибо даже наибольшее значене АР,,., числа 3 стремится къ нулю при 
возрастани $ до со. 

Очевидно, въ интервалВ (ю, % -1- /, соотвфтствующемъ даже этому 
наибольшему значеню АР, ., можно полагать: 

р в 
на. 
гдф Г,’ есть соотв$тствующий конечный размфръ части скалы Оу, дол- 
женствующий умфщаться въ предфлахъ чертежа. 

При этомъ у статистиковъ установился совершенпо вфрный обычай 
разсматривать прежде всего серединный интервалъ (а', а"), въ которомъ 
центральное положен! занимаеть цфлое число а,, ближайшее къ числу 
8$. Р=р, + р, + ... + р,. Въ этомъ интервалЪ, какъ покажеть 8 14, пунк- 
тирная д!аграмма приблизительно переходить въ аналитическую кривую. 


—= 19: = 


Величину Г, будемъ, напримфръ, въ дециметрахъ опредВлять такъ: 


1" 
АР,’ 


гд$ р есть среднее ариеметическое оть р,,р.,..., 2,. &.В_› (2) есть сим- 
волъ, установленный въ $8 8. 

Математики— статистики (Лексисъ, Борткевичъ, А. А. Чупровъ) изу- 
чають зависящую оть возраставя числа з деформацию пунктирной ли- 
ми (5) и приближеннаго къ ней эналитическаго геометрическаго образа, 
разсматривая эти геометрическая мЪФста какъ при большомъ конечномъ $, 
такъ и вь предЪлЪ, когда $ дфлается безконечно большимъ. ПредЪлъ 
численнаго выражешя Г,:Из при 3 = <> обозначимъ чрезъ #, и при 
конечномъ $ положимъ: р 


и р а 

Количоство М пазывають статистическим модулем» устойчивости 

ито а явлешй Е (см. 4. А. Чупровь: «Очерки по теори статистики», 

изд. 2, стр. 252). Терминъ этотъ сдВлается вполнз понятнымъ послВ 

вывода «закона большихъ чисель». Забфгая впередъ, замфтимъ, что 
число М выражается такъ: 


а, = Ир (р +, +... в), (6) 





Ти = 


2 Е а ее и: ео бе 
М = и’ [2, (1 —2,) +2, (1 — 2.) —... НР, (1 —2,)] ие (8) 


ДЪйствительная устойчивость итога я убывает» при возрастаи М: 
абсолютно твердая устойчивость бываетъь при М =0, когда вс вели- 
чины р., Р....., 2, Частю единицы, частю нули, т. е. когда достовЪрны 
вь однихъь испытамяхъ явлемя 1, въ другихъ—явлешя не—Ё, или Р; 
туть процессъ рёшительно детерминированз, подчиняясь машин$ логи- 
ческаго закона исключеннаю третьяю. Напмельшая устойчивость бы- 
ваетъ при наибольшемъ М, т. е. при 


1 
т о" 


М$ры этого рода оправдываются исчислешемъ вЪфроятностей и рас- 
пространяются на болЗе сложные процессы, въ отношения которыхъ раз- 
сматриваемыя операши являются лишь однимъ изъ множества различ- 
ныхЪ совмЪстныхь оперативныхъ элементовъ (классовъ). 

ЗамЪтимъ предзльную связь между уравненями (6) и (7), т. е. можду 
графаческимъ модулемъ Г, д1аграммы и статистическимъ модулемь М. 
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ГЛАВА Ш. 


Простой законъ большихъ чивелъ. Вопросы, рфшаемые 
при помощи приблизительной доетов$рноети, 


$ 11. Элементарный выводъ теоремы Якова Бернулли. 


Опредфлимъ сначала сумиу: 
Ус (% рее 8р)* 2"4—", 
0 
которую короче обозначимъ черезъ +. 
Выведемъ эту сумму, исходя изъ формулы бинома: 


(Ч-= р2)' =Усл р" 


т=—0 
Помножимъ 06$ части этого равенства на х_® и результатъ продеф- 
ференцируемъ. Найдемъ: 


т-:8 


[1 

а # р] — "7". д—т т— —1, 

ас @ = ву =] = У Си". 4°-" (т — зр) в"-* 
з-—0 


Умножимъ обф части этого равенства на т я опять продифференци- 
руемъ результатъ. Получимъ: 


7—8 


я р \ тут а—т РЕИ 2 ит —1 
2 (4+ вы = |= У сли (т — 5р)` "т". 
т=:0 


Положивъ х = 1, найдемъ: 


Л = (= о | = рх)' |||. 


По этой формул легко вычислить сумму «/. Выполнимъ эти вычи- 
слешя въ предположенн, что ра = 1. Имфемы 


09 [7 (4- рх)'] = — р 092+ 349 (4 - ра), 


откуда: 





9 —? — п-— ‚ | 82 8р 
р [2 а + 2)] = =" +) |-Ф+2 
Далфе находимъ: 


а а: _ а. 
РР 21. [2 "4+ 22) = 





га. [9% ы: 

ый 1? (рт) ее ‚р = 
НЕ РИ : 1—т ы —=Р ие ее В ь 
т 

При  =1ир-+-9=1, будемъ имфть: 
] = 824, 
или 
УС" (т — вр)! ра" =з.р.4. С. 
. т—=0 


Тождество это послужить намтъ, какь вспомогательное средство для 
вывода теоремы Бернулли. 

Перейдемъ теперь къ выводу теоремы Бернулли. 

Пусть Е и Р будуть противоположныя явленя, свойственныя дан- 
ному опыту, а р и 9 ихь вЗроятности. Опытъ предполагается вос- 
произвести з разъ при одинаковыхъ условяхъ; пусть т есть ожидаемое 
число появлей событя ЕЁ при этихь $ предполагаемыхь испытаняхъ. 
Сь н$которою в%роятностью можемъ ожидать, что число т при про- 
ИзВоЛЬномЪ положительномъ числ # удовлетворить неравенству: 


(=... 


5 


ВФроятность того, что неравенство (1) будеть удовлетворено, пусть 
будеть Р. ВЪроятность противоположнаго событя, т. е. того, что т не 
удовлетворить неравенству (1) и, слфдовательно, удовлетворить пера- 
венству 


(+) >2.. ое) 


будетъь 1 — Р. 

ВЪроятность 1 — Р неравенства (2) можемъ представить въ другой 
форм. 

Сообразимъ, въ какихъ видахъ можеть осуществиться неравенство (2) 
для этого отыщемъ, каюмя изъ чиселъ ряда 0, 1, 9,..., $ будутъ удо- 
влетворять неравенству (2). Пусть всЪ эти числа будутъ: 

т = а’, @"',..., а®. 

Видовъ, въ которыхъ можеть осуществиться неравенство (2), оче- 
видно, столько, сколько всзхъ вышеуказанныхъ чисель а. Виды эти не- 
совмфстимы. Вфроятность каждаго изъ этихъ видовъ будетъ: 

Сира", 


гд$ т = а', а",..., о, 
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Слфдовательно, искомая полная вфроятность неравенства (2), по тео- 
рем сложешя, представится такъ: 


'_Р = Услр" еее. (4) 
гдф У обозначаеть, что суммоваше распространяется на числа т = а', 
ВЫ 
Помпя, что числа эти удовлетворяють неравенству (2), которое при- 
водится къ виду: 
("> ь 
$ 


нарушимъ равенство (.4) умноживъ общ1й зленъ суммы, стоящей во вто 
рой части этого равенства, на 


т — 1Р) 
$ 


1_Р <Ус: (о — 0) ирии, 
$ 
Усплимъ еще это неравенство, замВнивъ сумму У, которая распростра- 
няется только на нЪкоторыя изъ чисель т = 0, 1, 3,..., $, суммой, 
распространенной на вс эти числа. Получимъ: 
п 
—Р<—- т ь С" (т — 5)". а". 
т=0 
Принимая во внимаше выведенное выше вспомогательное тождество 
(4), получим: 


Получимъ: 


— р< #4. 
| —Р< 





Сл}довательно: 


= рознь 0) 


Наппшемъ теперь неравенство (1) иначе, именно: 
т . 
#8. -Рр=+ р . ° . . . . ..о . (4) 


Вфроятвость Р того, что это неравенство будеть имЪть силу, удо- 
влетворяетъ условямъ (3). 

Предположимъ, что число з испытанй увеличивается до безконеч- 
ности. Вообразимтъ, что $ весьма малая величина, именно: #—3`*, 


О<у<' И Какъ бы ни было мало $ число з# будетъ весьма большимъ, 


будеть весьма мало и 1 — = будетъ весьма близко къ еди- 


& тогда =. на 
нипф, а, слЪдовательно, и вфроятность Р будеть весьма мало отлична 


оть единицы. Такимъ образомъ въ предфлБ при $ = <> вфроятность Р 


И 2 Е 


неравенствъ (4) неограниченно приближается къ единицВ (символу до- 
стовфрности), причемъ # стремится къ нулю. 

Это и есть теорема Бернулли, которую окопчательно формулируемъ 
слфЗдующимтъ образомъ: 

Впфроятность Р тою, что разность между отношенемнз ожидае- 
мало числа появлешя событая Е кь числу предполазаемых» испыташй 
и въроятностью р этозо события по аГсолютной величинъ не превзой- 
детз даннало сколь уодно малазо числа, при большомь числь 3 пред- 
подазаемыть независимых испытанй близка кз единиь (достовпрности) 
и стремится кз единиць по мрт возрасташя 3 до безконечности. 

Изъ теоремы Бернулли слфдуетъ, что отнощежще ожидаемазо числа 
т появлен событяя Е къ числу 8 всъхь предполааемыть нспытанй 
при возрастани 3 д0 с> стремится сз относительною достовириюстью 
хз въролтности р события Г. 

Если, напримфръ, бросать монету значительтое число разъ, то отно- 
шене числа появлен1 орла къ числу всфхъ бросан!й, по теорем8 Бер- 


нулли, должно съ достовфрностью стремиться къ -о. 

Пока услов:я теоремы Я. Бернулли выполняются, до тёхъ поръ опа 
является важнымъ критеремъ основательнаго увлфроватия въ ея предска- 
заве и уредендьня, опа служитъ закономъ надежнаго мышлешя, гово- 
рящимтъ, что съ приблизительною достовфрпостью число 1% ожидаемыхъ 
явлешй при неограниченно ростущемъ числ $ независимыхть опытовъ 
тяготфетъ къ величин® $2 и отклоняется отъ нея на незначительное число 
процентовъ. НЪкоторая неполпота достовфрности восполняется запасными 
основанями и легкимъ выгуломъ ошибки. 

Законъ этотъ есть частный случай закопа большихъ чиселъ, бол$е 
общее выражеше котораго дано Пуассономъ. Чебышеву мы обязаны эле- 
ментарнымъ выводомъ этого закопа и еще болфе общимъ его выра- 
жешемъ, отпосящимся къ совпадетямъ незавпсимыхъ явлений въ незави- 
симыхь испыташяхъ. Числовыя закономфрпости этого рода устанавли- 
ваютъ относительныя достовфрности сложныхъ явлен!й, кажущихся по- 
верхностному взгляду неустойчивыми и безнорядочными. 


$ 12. Теорема Пуассона. Значене ея въ вопросахъ индивидуализащи 
и общественности. 


Для вывода этой теоремы требуется одно вспомогательное равенство, 
получен1емъ котораго мы и займемся. Пусть, согласно обозначешямъ 5 9, 


Х (1) = (4,.-+2.<) (4:-—2.=)... (4, + 2,5) = АР, + АР, 1х +... 


= АР о» АР,» „х”. 


то 


ЗА: 


Держась этихъ обозначенй, опредфлимъ сумму: 


7 => АР, (т — р)’, 
т=0 
гдз р есть среднее ариеметическое изъ р,, р.,...„ 1, т. 6. 
Р-Р. +Р, 
5 
При этомъ 
р, +9, = р, +9. =... = +4, =1. 


Сумму «/ можемъ опредФлить при помощи према, аналогичнаго тому, 
которымъ мы пользовались при вывод вспомогательнаго тождества, упо- 
требленнаго для доказательства теоремы Бернулли. 

Съ помощию женератрисы / (<) находимъ: 


е | в [#7 (2 = Уар.. (% — 105) х"-Р-?. 


т=0 
Отсюда видно, что выражене 


а Че (2 


при + = 1 обращается въ искомую сумму +7, т. в. 


( | 


И 


х— г [2 т} (| 


ИмБемъ: 


109 [2—® { ()] = — 86 09 # + №109 (9, + 2ь?). 
&—1 
Дифференцируя это равенство, получимъ: 
й—з 


Бы МВ} 
2+ > 
| 


= 9ь 2.2] 


Га] == Г (6) 





Помноживъ это равенство на х в дифференцируя еще разъ, найдемъ: 


ЧЕ в -* Г = 


А—5 


=2*Е(т) |(— "- ых Чь ‚ ;)= -У (9» Е | 


Полагая здзсь х = 1 и замфчая, что Г (1) = 1, находимъ: 


Л = р.4, + 2:9, +... 24,. . сое. 90 

Очевидпо, 2] =8. М*, гдЪ М есть модуль устойчивости (см. $ 10). 

Замтивъ, что тахипит выраженя 2,9,, при услови р, + 49, = 1, 

есть с, находимъ: 1,4, = г. Давал здфсь числу # значен1я 1, 2,..., 5 
и складывая полученныя неравенства, найдемъ: 


$3 
ОБУ=у. 


Отсюда слВдуетъ, что 
Е оао на 
гдВ 0 =0=1. 

Перейдемъ теперь къ выводу теоремы Ро1з0т’а. 

Вообразимъ два противоположныхъ явлешя Ё и ГР, свойственвыхъ 
данному опыту. Пусть опытъ этоть предполагается воспроизвести $ ралъ, 
но не при одинаковыхъ услошяхъ. такъ что вФроятности собыйй Ви № 
при повторен1яхъ опыта различны. ВФроятности эти въ опытВ К будемъ 
обозначать черезъ р, и 9,. Далфе подъ я будлемъ разумфть ожидаемое 
число появленй собыпя Ё при $ предполагаемыхъ испытан1яхъ. 

Съ н%хоторою вфроятностью Р можемъ ожидать, что это число т 


удовлетворить неравенству: 
т 9 7 ; 
Пр о саееоььа 


ВФроятвость противоположнаго собыпя, т. е. того, что число тж при про- 
извольномъ положительномъ числф # удовлетворить неравенству: 


3 
(>. 
будеть 1— Р. 
Опредфлимъ эту послфднюю вёфроятность другимъ способомъ. 
Въ ряду чиселъ 0, 1,2,..., $ отмфтимъ всф числа, удовлетворяюция 


неравенству (2). Пусть числа эти будуть: т = а', &",... 

Каждому изъ этихъ чиселъ соотвфтствуеть видъ, въ которомъ можеть 
осуществиться неравенство (2). ВЗроятность каждаго вида будетъ пред- 
ставляться коэффищентомъ АР, „ при 5” въ разложени производящей 
функши: 

Г (2) = (4, -— 2,7) (4, + р.=) ... (4, + 97) 
по степенямъ х. По теорем$ сложеня, вфроятность неравенства (2) вы- 


БЪ; $ 
разится та ТЕР АР я оон) 


гдЪ > есть знакь суммы, распространяемой на значетя т = а', а".... 
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Помня, что для этихъ вначен1й 9% иметь силу неравенство (2), т. е. 


ыы з 
> 
$1 


нарутимъ равенство (3), умноживъ общ члевъ второй его части на 


(“= 57). Получимъ: 
'—Р <У АР, м "-*). 


Неравенство это еще усилимъ, распространяя сумму, стоящую во второй 
части, на весь рядъ чиселъ и = 0, 1, 2,..., 3. Будемъ имФть: 


1 —- Р< 2еУар..=— р)’. 


Принимая во внимаШе выведенное выше вспомогательное тождество 
(4) и его слёдстые (.4’), получимъ: 


У 9 
Ре ааа, 
гдф 0<6<1. Слфдовательно: 
„7 9 
1 РЪ1— ив = 1 — ча. ° . ‘о . . $ . (4) 


Напишемъ теперь неравенство (1) иначе, именно: 


[5 оржче......:.... (5) 
Вфроятность Р этихъ неравенствъ удовлетворяеть неравенствамъ (4). 

Пусть число $ испытаюй увеличивается до безконечности. Положимъ, 
что { иметь весьма малое значене: $ =5°, О<у<!/,. Какъ бы пи 
было мало [, число 3! будеть ви большимъ; а тогда 9 будетъ 
весьма малымъ и величина | — г я будеть весьма близка къ 1, при- 
чемъ и Р будоть весьма мало отличаться оть единицы. Въ предфлВ при 
возрастани $ до < вфроятность Р неравенства (5) обратится въ еди- 
ницу, а $ въ безкопечно малое число. Результатъь этотъ представляеть 
теорему Пуассона, которая формулируется такъ: 

Впроятность Р тою, что разность между отнощещемь ожидае- 
маю числа появлений события Е кз числу всътз предполааемыхе испы- 
тан и среднимь аривметическим изь впроятностей событая Е при 
ьха те испытанаять не превзойдет» по абсолютной величинъ даннаяю 
сколь уюдно милазю числа, при большом числь 8 испытан близка къ 
единиц (достовърности) и стремится кз 1 по мюръ возрастаная в 
00 ©. 


Изь теоремы Пауссона слфдуетъ, что отпошеше - при неограничен- 
номъ возрастани $ стремится (съ нравственной достов$рностью) къ сред- 
нему ариеметическому р вфроятностей р, р.,...,.Р,. 

Пока услошя теоремы Пуассона выполняются, до тЪхъ поръ она 
является важнымъ критеремъ основательнаго ув8ровавшя въ ея выводъ 
и предвидфня. Она, обобщая теорему Я. Бернулли, служить закономъ 
растиреннаго по кругозору надежнаго мышленя, говорящимъ о ряд8 
испытан!й или операщй и о томъ, что съ приблизительною достовЪр- 
ностью число т ожидаемыхъ явленй при неограниченно растущемъ 
числВ 5 опытовъ тяготфеть къ итогу рр р, +... -- р, и отклоняется 
оть этого итога на незначительное число процентовъ. 

Теорема Пуассона извфстна подъ именемъ закона большихъ чиселъ 
и обнимаетъ теорему Якова Бернулли, какъ частный случай. Предше- 
ствующее доказательство теоремы Пуассона и всз друйя извфетныя до- 
казательства ея ограничены условемъ пезависимости разсматриваемыхъ 
совифстимыхъ явленй. Эта независимость имфетъ причину въ индиви- 
дуальности; тБыъ не мене она далеко не всегла осуществляется. По- 
этому явлен1я, пропсходящ1я лишь подъ флагомъ независимости (а не 
по ея существу), могутъ уклоняться отъ теоремы Пуассона боле или 
менфе, смотря по характеру парушешя условя независимости совмЪсти- 
мыхъ явленшй. Существують обстоятельства, когда наобороть законы за- 
висимости бываютъ велики и ниспровергаютъ закопы независимости, 
ставя на ихъ м%ето другя закономфрности и друге разсчеты. Эпидемии, 
политическмя и экономическАя войны, наника биржь, влляне обществен- 
ныхь волнений и страстей, влляне мыслей нзобрфтателей и законодателей, 
соглашен1я вмфсто конкурренщи и т. д.,— всф эти обстоятельства часто 
окавываютъ могущественное слитное дзйстве, нарушающее услове не- 
зависимости совмТстимыхъ явленй, подлежащихь счету. 

Однако же за исключешемтъ всфхъ этихъ вмяя сказывается само- 
стоятельная природа индивидуальностея, какъ несливающихся едилпицъ 
(частныхъ «я») общественной дфятельной среды («мы»), обезпечивая 
осуществлеше услов! теоремы Пуассона въ вопросахъ частнаго права, 
частной экономи и частнаго знашя и умфния. 

То же самое (но въ служебномъ смыслЪ, ограниченномъ удобствами 
представлен) нужно сказаль объ отдфльныхъ частицахъ, молекулахъ и 
частичныхь силахъ неорганическаго вещества, а также о одиницахъ 
труда, товара, денегь и о недфлимыхъ организмахъ въ царствахъ ра- 
стешй и животныхъ. 

Важно замфтить, что здфеь, благодаря независимости испытанй и 
явленй, мы встрфчаемся съ примфромъ свободной причинности. ТВыъ не 
мензе надъ независимыми ипдивидуальностями и надъ атомизмомъ при- 
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роды 8 рг1011 возводятся общественныя закономфрности, числовыя (въ формЪ 
теоремъ Пуассона и Бернулли съ ихъ нижеуказаннымьъ обобщенемъ) и 
графическая (въ формз даграммы вфроятности АЛ, „). О сближеши этихъ 
номографическихъ элементовъ & розфемотЕ съ дёйствительност!ю п необходи- 
мостю рфчь будеть ниже (5 26). Пока же разъяслился первый шагъь въ 
примирени индивидуализма и общественности. 

Факты и вфролтностныя теорш взаимно контролируютъ другъ друга 
въ нёдрахъ среды, къ которой прилагаются эти методы и принципы. Этотъ 
взаимный контроль сличенемз (сравнительвымъ методомъ ожиданя съ 
дйствительностью} устанавливаеть цфльную (синтетическую) достовЪр- 
ность, какъ пфнный результать, выведенный изъ закона большихъь 
чиселъ. 


6 13. Значене простой номографи въ вопросахъь о построени 

общественной сфти оберегающихъ банковъ въ странб н о стоимо- 

сти отпусковъ краткосрочнаго кредита индивидуумамъ въ мелкя 

промышленныя дфла. Резервы для укрфплешя прочности банкир- 

скихъ предприяий по краткосрочнымь операшямъ, исчисляемые 
при помощи приблизительныхь достовфрностей. 


Пока не будемъ принимать въ соображене, кромф теоремы Пуассона, 
друге виды закона большихъ чиселъ, кои ниже приведены. 

Вообразимъ, что при индивидуализащи хозяйствь ва стражВ общихъ 
интересовъ стоить въ данной странЪ сфть банковъ, систематически со- 
двйствующая народной экономи и народному труду. 

Теорема Пауссона устанавливаеть надежную теоретическую почву 
для суждешй по вопросу о множеств8 отдёльныхъ отпусковъ изъ сЪти 
банковъ кредита въ разм5рф каждый разъ суммы № на данпый срокъ въ 
большую среду отдфльныхь дебиторовъ, занятыхь мелкимъ (кустарнымъ) 
промышленнымъ творчествомъ; — кредита, погашеше котораго индивиду- 
умами названной среды взроятно, но не абсолютно достовфрно. Теорема 
Пуассона устанавливаеть математичесый способъ исчислять стоимость 
этого кредита, обезиечивая, на почв относительной (приблизительной) 
достовфрности, прочное существован!е банка и соразмфряя эту стои- 
мость съ средиею исправностью погашенй дебиторами своихъ обяза- 
тельствъ. 

Эта стоимость берется банкомъ въ вид °/,°/, на кредитуемый капи- 
талъ одинаково со всфхъ индивидуумовъ, пользующихся кредитомъ. Въ 
эту стоимость включаются ожидаемый средн!й недоборъ погашеня и ре- 
зервъ, какъ защитная м$ра, укрЗиляющая прочность положешя или устой- 
чивость банка, отстаивающаго и общее благо, и свое существование. 
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Въ банкахъ по сбережентю и страхованю противъ кризисовъ задача 
нфоколько видоизы5пяется. Для пакоплешя соотвфтствующихъ средствъ 
частпыя хозяйства могутъ объединяться въ кооперативные союзы, учре- 
ждающе бапкъ на страховыхъ началахъ взаимности, чтобы отстаивать 
самихъ себя; такъ какъ «одинъ въ полф не воинъ». Какъ земледВльцы, 
бросающе въ землю трудъь и сфмена въ надежд. что расходуемое по- 
кроется съ прибылью, такъ и люди, измышляюцие наилучший способъ 
отпустить капиталь въ работу и выгодный производительный обороть, 
рискуютъ, что отпущепныя въ дфло издержки могутъ, при пеблагопраят- 
номъ сточеши обстоятельствъ, не вернуться п поставить дБло въ поло- 
жен!е песостоятельпости. Противъ такого неблагопрлятнаго оборота д®лъ 
законъ дозволяеть учреждать кооперативные и торговые союзы съ бан- 
ками. стоящими на стражз общихъ интересовъ. 

Банкирсюй способъ опредФлять умфренные резервы и среда недо- 
боръ погашешя ссудь или же, инаоборотъ, средпюю исправность пога- 
шен!я паходится въ связи съ условнымъ опредфлешемъ ириблизитель- 
ной достовьрности. 

Будемъ припимать числовую вЪфроятпость Р за приблизительную до- 
стовфрпость, если иметъ силу условное неравенство: 


1>Р=0,99............ (6) 


Услоше это дирижеръ можеть, конечпо, измфпить, взявъ вм$сто дроби 
0,99 другую правильную дробь, болфе или менфе близкую къ 1; но мы 
хотимъ здфеь для наглядности держаться примфрнаго опредфленя при- 
близительной достовЪрности при помощи неравенства (6), имфя въ виду 
выяснить идею. 

Условившись въ терминЪ: «приблизительная достовфрность», можемъ 
свести къ теорем Пуассона и въ ея обобщенямъ (см. ниже теорему 
Чебышева) рфшене множества вопросовъ объ умфренныхъ резервахъ 
прочности банкирскихъ предириятй. Возьмемъ упрощенные премфры, 
умалчивая пока о пертурбащяхъ и считая эти примфры самоопредъленя 
по взаимному довирею паиболЪе элементарными яркими схемами дфла. 

Примфръ 1. Пусть въ составъ кооперащи входятЪъ $ отдёльныхъ сель- 
скихъ хозяйствъ, почти одинаковыхъ по количеству обработываемой земли, 
по способамъ обработки, по климату и почвЪ. Пусть нормальная сред- 
пяя урожайность покрываетъ всф издержки и прибыль этихъь хозяйствъ; 
но такъ какъ урожай бываетъ иногда ниже себъстоимости и создветъ для 
отдфльнаго хозяйства затруднительное, критическое положеше, то пусть 
кооперативный банкъ за умфренный страховой взносъ 6 обязывается вы- 
давать потерпфвшимъ хозяйствамъ субсидю опредфленнаго размВра 4. 
Если р есть средняя вфроятность пормальнаго урожая для разсматри- 
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ваемой группы $ хозяйствъ, то возможно вычислить справедливый раз- 
м8ръ 6 страховаго взноса въ банкъ съ умфреннымъ резервомъ для 
подкрЪплен1я прочности банка, какъ сберегательно-страховаго обществен- 
наго предпр!ятя. Въ самомъ дфлЪ, валовая годовая сумма $.6, нако- 
пллемая въ банкВ изъ страховыхъ взносовъ всфхъ хозяйствъ, должна съ 
приблизотельною достовфрностю покрывать въ конпЪ года всф страховыя 
выдачи, валовой итогъ которыхъ будетъ (8—2). а, при чемъ 3 — ® есть 
общее ожидаемое число такихь хозяйствъ, урожай которыхъ окажется 
ниже данной нормы. Остатокъ (прибыль) 9, посл® покрытая страховыхъ 
выдазъ, будетъ: 

$ = ла +8. (6 — а)... ... (1) 


Обозначимъ чрезъ Р(7) вБроятвость, что число ® хозяйствъ съ нормаль- 
нымЪ урожаемъ удовлетворитъ неравенствамъ: 


и — р-р... ..... (8) 


Выберемъ числовую грань { такъ, чтобы имфло силу приблизительное 


уравцен!е: 
РО = 0,99... (9) 


Эту величину { пазовемъ «корнемъ» приблизительнаго уравнения (9). 
Наименьшее значене я, удовлетворяющее перавенствамъ (8), при- 
близительно будеть в = 5р — Г; оно будетъ соотвфтствовать неирожай- 
ному форсмажеру. Резервъ, заключенный въ страховомъ взносф 2, при- 
носимомъ въ жертву банку, будетъ по надежности достаточенъ, если даже 
при ® = $р —{ прибыль 5 банка пе будетъ отрицательною величиною, 


(р —.а+5.0 —а) =0. 


Отсюда начменьшее значене $ опредфлится такъ: 


$ 


в=а(1 р + 5) =в (1+ 5],. ве. + (10) 


гдБ { есть «корень» числового уравнепия (9). Это уравнене назовемъ 
уравнетем5 надежныхь резервовь, сводящихся къ величинЪ а: 5. 
Точи$йшия рёшен1я числового уравнен!я (9) основаны на хорошемъ 
приближенномъ вычислени вЪфроятности Р (7); о подобныхъ исчисле- 
шяхь трактуеть паша книга «Теоря вЪроятностей». 
Довольствуясь грубымъ приближеннымь рфшевшемъ, положимъ въ не- 
равенствахъ (4) и (5) 3 12: 


РО. 


Тогда изъ неравенствъ (4) паходимъ: Р >> 0,99. Слёдовательно, 
5 
Уз 


Изъ этихъ слВдств!Й теоремы Пуассона и изъ равенства (10) находимъ: 


[ | 
3 < 7 или > к вые СТО 


а.4<6<а. [@+ 7). идее в, еды И) 


Вторая часть второго неравенства, которую обозначимъ чрезъ 6', пред- 
ставить нфоголько форсированный, но все еще умфренный абы Бр стра- 
ховаго взноса @' съ весьма малымз резервомъь ба:ИУз, обезпечиваю- 


щимъ прочность банка: 
5 


И В ... (13) 


Въ этой малости резерва при болыпомъ 3 заключается блалодътель- 
ность подобныхъ учреждешй для мелкой кустарной промышленности, 

Очевидно, отношен!е -. стремится къ нулю при неограниченномъ воз- 
растани $, а премя 6 убываеть до предВла а.49. УмЗренный налогъ 
$—а4 на кментовъ банка, сл$довательно, тВмъ менфе, чБымъ болёе ихъ 
ЧИСЛО 8. 

Отсюда видно, что болыше кооперативы могутъ дать больше льготы 
своимъ кл1ентамъ. 

НФсколько форсированный налогъ уе содержащийся во взнос В’, 
долженъ въ ряд лть пакоплять форсированный запасъ банка, служа- 
пой отчасти на покрыт!е его собственныхъ необходимыхъ издержекъ дф- 
лопроизводства и на борьбу с5 пертурбащями, а затЪмъ на образоваше 
обратнало течен1я пользы (изъ банка къ члепамъ союза) подъ видомь 
дивиденда и подъ видомъ такихъь прочныхъ общихь хозяйственныхь ме- 
л1орад!Я, кои радикально подрывають обиия стихйныя причины хозяй- 
ственныхъ кризисовт, кроюппяся въ почвЪ, климатЪ, подборЪ сфмянъ и 
племенныхъ породъ, подбор машинъ и въ ремесленномъ народномъ 
образовании. 

Примёръ 8. Пусть среда $ мелочныхъь предпринимателей нуждается 
въ кредит по № рублей на предстоящую промышленную компанию. 
Пусть индивидуумы этой среды исправно погашаютъ ссуду при нормаль- 
номъ размфрф предстоящей промышленной выручки; если же выручка 
Екоторыхъ индивидуумовъ окажется виже низшей нормы, то они 
являются несостоятельными въ погашен ссуды. Черезъь р обозназимъ 
вфроятность для отдфльнаго индивидуума заработать выручку не ниже 
нормы и погасить ссуду. Банкъ, даюпий ссуду сред$ въ количеств 
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М№ .з рублей, защищается отъ убытковъ, обусловленныхъ частичными не- 
состоятельностями среды, особымъ процентомъ #, обезпечивающимъ умф- 
ренные резервы, подкр$оляюцие устойчивость самого банка. Каковъ дол- 
женъ быть этотъ проценть #, соразмфряемый съ доступностью кредита 
для среды и съ возможностью неблагопрАятнаго поступлешя погашенй 
по истечении данной краткосрочной торговой компани? 

Вопросъ этоть опять р-шается на основаши приблизительной досто- 
вЗзрности и при помощи теоремы Пуассона. Пусть я есть ожидаемое 
число погашен!й и 8 — п соотвтствующее ожидаемое число непогашен- 
ныхъ кредитовъ, покрываемое за счеть особыхъ процентныхъ удержатий, 
представляемыхъ, при данныхъ условяхъ вопроса, итогомъ о . Оста- 
токъ (прибыль) М банка по покрытш непогатевныхъ ссудъ ожидается 


3. № ь Е $ 
М = уф 6 -” .№М =лт.М —3М№ (1 — 55). 
Обозначимъ чрезъ Р’(7) вфроятность, что ожндаемое число яз удовлетво- 
ритъ неравенствамъ: — / = и — 5р = +, гд8 { приблизптельно удовле- 


творяеть уравненю: Р (1) = 0,99. Наименьшее значен!е », удовлетво- 
ряющее указаннымъ сейчасъ неравенствамъ, приблизительпо  будетъ: 
п — зр — 1; оно будеть соотвфтствовать неблагопрятному для прохышлен- 
ной среды форсмажеру. Прибыль М банка даже и при этомъ пусть не 
будеть отрицательною; , 

/ : 


(@р—Й.№М—8.М. (1 — 05) =0 


Наименыпее значене числа #, удовлетворяющее этому условю, будетъ: 
Г ( 
= 100 (1 —р- +) = 100 (а + . 
$ $ 
При помощи этого равенства и теоремы Пуассона, дающей неравенство, 
аналогичное неравенству (11), убфждаемся, что 
[ < 5 
$ и 8 
ТочнЪйшее опредфлене величины { опять связано съ точифйшимъ рфше- 


вемъ уравнешя (9). Н%сколько форсированый проценть # можно опре- 
ДВлить такъ: 





5 
й = 100 (1 —рР-+ ==). 
Р Уз 
Въ предфлф при $ = <> величины #' и { стремятся къ наименьшей 
величин 100 (1 — р); чБмь боле 3 тБмъ льготнфе проценть #, совы$- 
стимый съ устойчивостью банка. 
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8$ 14. Формула Стирлинга и доказательство теоремы Бернулли 
по способу Лапласа. Аналитическая д!аграмма явлен. 


Вышеприводеппыя формулы и теоремы (5$ 8 —13) имфютъ болфе 
полное выражен!е, изслфдующее эволющшю числа а отъ его сред- 
пяго значення а, и воеличипу вфроятности А Р,. (см. & 10). Проще 
всего этотъ анализъ выполпяотся для опытовъ теоремы Я. Бернулли. 
Этотъ апализъ опирается на формулу Стирлинга. 

Нрямое вычислен1е произведен1я 


У А ИВ 


при я болыпомъ представляеть много затруднештй. Формула Стирлинга 
даеть приближенное значеше этого ипроизведен1я. Она погазываетъ, что 


1.9.3... = Иж.в ?*.е. и, 0<9<1,.... (4) 


гдЪ е есть основаше Неперовыхт, логариомовъ. 

„Доказательство теоремы Бернулли по способу Лапласа даетъ при- 
ближенное выражеше вТЪроятности АР, . ($ 8) и той вфроятпости Р, 
которая играетъ роль въ 3 11, въ суждешяхъ этой теоремы. 

Пусть }^ есть нброятность собыйя Е. 9 — вфроятность противополож- 
наго событя Р, такъ что 

рч=1. 

Пусть далфе, предполагается произвести $ испытан!й, причемъ $ есть 
число весьма большое, въ предфлЪ обращающееся въ о. Разумфя поду 
ожидаемое число появлегй событя Ё@ при $ испыташяхъ, обозначимъ 
черезъ Г вфроятность того, что число я удовлетворитъ неравенствамъ: 


— (== — 13 =-н/ . ъ Г ` . . ъ в ® . (1) 
Выше мы получили слфдующшая выражоешя для наивфроятнфйшихъ 
чисель а и 3 появлешй событий Е и РЁ при $ испытатяхъ (см. 6 8, 
задача 1): 

а = №_, (73) = 8+0; В=;5 -а=93—0,.... (2) 

гдз 0 = — 13+ Е_, (05), 

— = 0=-+р. 

Очевидно я и В суть оба весьма большя числа одного порядка съ $ 
всегда, кромф случая абсолютно твердой устойчивости одного изъ явлеюй 


Е и Р (см. $ 10), причемъ р есть либо 1, либо 0. 
Неравенства (1) могутъ быть представлены такъ: 


— 7 — 0=я— а -+7— 0, 
0. Некрасовь. $ 


о 


причемъ вфроятность Р’_этихъ неравенствъ, на основаши задачи 3 въ 8 8, 


представится такъ: 
== 
= 2 ыы оне СИН зы „8 
р > АР, ГА, | (3 —ЗР т, .- (3) 
{;—А 
Х есть цфлая часть числа {-- @ и в есть цфлая часть числа } — 0. 
Примфнительно къ обозначеню АЕ, (5), установленному въ $ 8, бу- 
демъ пм?ть: 
Х = Е, (1 9) = Е, (1 — вз-+ Е_, (3р)), | (3, 
и —= В (1 — 0) = Е, (1+ 28 — Е_, (37)) | °°` 
Будемъ считать $ большимъ, но порядка с низшаго, чВМЪ 5, такъ чго 
1 = 43°, 
гдф А есть число, сохраняющее конечное зпачене при $ =>, аа пра- 
вильная положительная дробь. Очевидно, А и в суть болышя числа одного 


порядка с съ [. 
При указанномъ выборЪ 7, числа я и В, опредёляемыя равенствами 


(2), будуть высшаго порядка, Е число {, и слфдовательно отноше- 

| ^^ вов 

я диз, а также отношеня ‚5, пи в будуть при значительномъ 

$ малыми числами, стремящимися къ нулю при возрастави $ до со. 
ВмфстВ съ тмъ для значешй $ въ предлахъ суммирования, указан- 


наго во второй части перваго равенства (3), отношен1я 
8 $ 


также должны быть весьма малыми величинами, стремащимися къ нулю 


при возрастам $ До со. 
При всхъ «дфланныхъ нами ограничешяхъ, къ произведешямъ 


8!) а! В —9! 
можно приложить формулу (.4) Стирлинга, которая даеть: 
$! = У2щз.е"5'е°, 
(ай! = Ут (ай .е"*" (а + дем, 
(9—2 = Уж (8 —й. 6 В — 9-е, 
гдВ ®, ®,, ®, суть весьма малыя величины, стремяпйяся къ нулю при 


возрастан1и $ до с. 
ДалЪе находимъ: 


ее У жеоаи а) 9) =. 


ГД 9 = ю — в, —®.. 





поз, а 


Подставивъ выражете (3'') во второе изъ равенствъ (3) и замфтивъ, 
что, какъ показывають равенства (2), 


о 0 а | а 
=’ | Га) 
а =Е( .З) 
= (1 В] ’ 


НАХОДИМЪ: 


АР, ..: = Та. М = [= № (=). у ав .М,.. (4) 
ГД р в — 
Ио ов п * 


Опред$лимъ предЗлъ, къ которому стремится это выражен! вЗзроят- 
ности АР, „.; при возрасташи $ до ©. 








Такъ какъ 
а #-+1 1 &-1-$ Е $ 
9) =) =-@+98(1+;) = 
2 : п $ 
= @-+9 ив. = (1 швы.) 








ы № а. (; =) в = —@8—д4 (1 —- 3) = 


= + (В —}) (ев. =: (-ж-ж-.}. 


ГРУ 


Выберемъ { такъ, чтобы сумма 
: $? #2 ‚ 
—@ —_—_-1- Е ыы . . . . . › ® 4 

[Ра +# | \ 
была при значительномъ $ весьма ЖА ая этого достаточно, чтобы 
члепы низшаго порядка, т. е. |. бе были малы даже для нан- 
большихъ по абсолютной величин ааа $, близкихь къ == 7. Если 
< есть порядокь величины { относительно $, т. е. Г = Д3°, гдЪ & сохра- 
няеть конечное значеше при $ = <>, то, замВчая, что а и В суть весьма 
большя числа одного порядка съ $, амфемъ: 





3 

ы — К‹з°— ь 
3 

в — 1.83°— Л 


гдВ Ки Г суть конечные факторы. 
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Выбравъ с тавкъ, что 360—2<0, т. е. 


2 
ооо О 


мы навдемъ, что количества т в с из должны быть, при зна- 
чительномъ 3, малыми величинами, и всЪ члены разсматриваемой суммы 
(4') при такомъ выборф порядка с числа { будуть малыми количе- 
ствами, образующими быстро сходящся рядъ. Слфдовательно, и вся 
сумма будетъ мала. 

Означивъ эту сумму черезъ 0, будемъ им$ть: 


(|+ 


я ег В ЕР =. в : } 
(=) Е —@ 2 оэ-.6, Е (5') 


причемъь Гмт (8). = 0. 
Представивъ множитель 


ИА 
ми зн 
И +969 


мы заключаемъ, что при возрастании з онъ стремится къ единиц®. По- 
этому можно положить: 


Отсюда 





ВЪ ВИДЗЁ 





ав 
(&9 8—9 

причемъ [т (5). = 0. 
Найдемъ, паконець, предфль, къ которому стремится произведене 


61-5 


при возрастании 8 до ©. 
Такъ какь 


1911 г) = { к. 
ор 


тоя 


=", 


гдз й и Й' суть величины, стремящяся, при выполненши условя (5), 
къ нулю по мфрВ возрастан!я $ до ©, то 


(2: / в \8— Е 
и | (1+ =.) (1—3) |= ии. 


Положивъ 


будемъ имЗть: 


ее" 


причемь Ги (5").__. = 0. ВмЪетБ съ тфмъ находимь: М = е”*". 
Отсюда и изъ равенствъ (4) и (5’) получаемъ: 


, $ , и 
АР, ая = © (2) е8-+ё' +319 = Инв —з ча $ ее. З (6) 


гдё при весьма большомъ $ величины 8, 6', 6" и © могутъ быть отбро- 
шены какъ весьма малыя, пренебрегаемыя погрёшности. Даграмма ана- 
литической функщи ф ({) называется «кривою взроятности», въ Лапла- 
совской форыф. 

При помощи формулъ (3) и (6) мы получаемъ слёдующее выражене: 








вЕЗЬ 
в... в 
ее `2аВ 
У отсз ° 
п 
гдВ в = бб О и [Мм (Е), = 0. 


Пусть $ и , будуть наименыпая и наибольшая изъ величинъ =,, 


Будемъ имфть: 
г’ = ее“, 


и слБдовательно 


= + У НВ 
\Уе.-. РР У Ре 
гу ЗУ в << «У 7 ЗИ 


=—А 





причемъ 1 (5) — мт (6), с. = 0. 


Поэтому 


8—0 


19т (Р),_ с; = Лат (9), . .... - (61) 
гд$ 





Положивъ 


=. В 


и замЪтивъ, что при этомъ обозначени 


"8 
У зв — %н. —х, = Ат, , 


получимъ для @ сл8дующее выражение: 


Такъ какь эта сумма въ предфлВ при 3 = <> совпадаеть съ инте- 


граломъ 
р 


ы Й =“ ах 
т 
&— 
(ибо Ах; при возрасташи 3 стремится къ нулю), то будемъ имЗть *): 
р 
: | 
я Бы — Тат, — = е?а | . 
ыы (@), со | у - 8—5 
и 


Это равенство и равенство (6”) показываютъ, что 
И 
ат (Р). _ = т | | 4 
ро | $=с 


п 
т) 


Изъ равенствъ (7'), (2) и (3!) и изъ обозначеня х, слёдуеть: 





| | 
Чит 1, = — Шт (1) =-—. 
" И 2р93 
Положивъ для кралкости 
| 
——_=9, 8 
те 9 (8) 
будемъ имЪть: 
--9 9 
== [74 —й == [=* ай, . . . (9 
Ут у, Ук : 


гдВ й есть отбрасываемая въ приближенномъ счет малая величина, 


стремящаяся къ нулю, при возрастани 3 до с>. По величинВ интеграла 
9 


вы =у [4 


*) Формула Эйлера, какъ извфетно, можеть спужить для перехода отъ суммы (7) 
иъ ивтегралу, опредЗляя погр®швость этого перехода или замфны одного другимъ 
при весьма большомъ, но конечномъ часлВ 5. 
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приближенно можно судить о величин8 Ри рёшать уравнеюя типа (9) 
$ 13. Существуеть таблица функши @ (5). 

Величина интеграла © (9) при возрасташи 9 весьма быстро стре- 
мится къ единиц, предзльному значению этого интеграла для 9 — с. 
Приведемъ значеня 9 (9) для нфсколькихъ частныхъ значен1й аргу- 
мента 0. 


9 (0) =0: 0 (1) =0,8385; 9 (2) = 0,9953; 9 (3) = 0,99997; © (©) =1. 


Взявъ графичесме модули Ги Г, принявъ С. № за ординату у 
и [2.9 за абсциссу х и построивъ длаграмму уравпешя: 


№ = 1000 @ (4), 


мы получимъ изъ этой даграммы наглядное представлен!е о той бы- 
строт№, съ которой ордината у стремится къ 1000 Г, а © (9) стремвтся 
къ единицВ при возрастани 9. Прямая 


у = 1000 1, 


параллельнал оси х, служить асимптотой этой кривой. 

Равсмотримъ, каюмя значешя можеть имВть величина 9, осли ее опре- 
ДЪлять при помощи равенства (8) съ соблюдешемъ ранфе указанныхъ 
услов1й относительно [, т. е. полагая 


РА о а. обра, 6. Жо 800 


о 
гд$ А есть конечный факторъ, << ц, а $ есть число весьма большое. 


Будемъ имфть: 


к а. 


И2р9 


р 
Для <, заключеннаго между предфлами 1 и ; › 9 представляеть весьма 


р. 
большую величину. 

Такимъ образомъ, не смотря на тв ограничешя, которыя мы нало- 
жили на (, мы можемъ [| выбрать такъ, чтобы 9 было весьма большой 
величиной и, слЪдовательно, чтобы выведенпое для Р выражен!е было 
весьма близко къ единиц. Эта величина Р есть вФроятность того, что 
ожидаемое число п появлевшй собыйя Ё удовлетворить неравенствамт: 
(1). а слЗдовательно и неравенствамъ: 


озера: с ды а . (10 


Иначе говоря, Р есть вфроятность того, что абсолютная величина раз- 
ности = — р не превзойдетъ числа, ее Это послёднее число при 


‘/„ <в<*/, весьма мало и при возрастани $ стремится къ нулю, 


2 Щоб 


причемъ вФфроятность Р’ весьма близка къ | и стремится къ 1 или до- 
стовзрности. 
Результать этотъ и составляеть теорему Якова Бернулли. 
Изложенный выводъ теоремы Бернулли имЪфетъ то преимущество. 
что онъ даетъ приближенныя выражен1я вфроятности АР, „+; и вфроят- 
ности Р того, что я удовлетворить неравенствамъ (10), которыя при 
помощи равенства (8) приводятся къ виду: 


ея 204 _ и __ | Из 
9и* =—3 р=- +9 = | , а 


Приближенное выражен!е вфроятности Р’ будетъ: 





Р=9= [ 7%. не «3х зе. ЗОО) 


© 


Ш. Оцьнка эволющи итош явлевй с5 помощю аналитической 
’аараммы. По $ 8 величина АР, „.:, опредёляемая вторымъ равен- 
ствомъ (3), есть вфроятность, что при $ испытавяхъ явлене Ё повто- 
рится &-1- разъ. Вышеизложенпое доказательство важно по тому, что 
оно приводить къ аналитическимъ приближеннымъ вырожевямъ 7 (&+ 7) 
и $ (2) вфроятности АР, „.; съ помощю формулъ (4) и (6). 

Безъ приближен!Й этого рода, вычислеше в*роятности АР, „+; съ по- 
мощио абсолютно точнаго выраженя по формул (23), при весьма боль- 
шихъ значевяхъ $, д-+ё из — я— не возможно по неприступности 
этого выражеюня для практическаго вычисленя. Приближенная же в- 
роятность Т (я + #) или 2 (7) выводить изъ этого затрудненая. 

Подобная приближенная оцфика вфроятности АР, „.;, какь функщиа 
гадательнаго итога а + { явлешй Ё, взвфтиваеть возможныял колебашя 
итога явлешй и приносимыхъ ими предметовт, владЪн1я и иптереса. Эти 
колебаня назовемъ эволющей итога явлешй. 

Оцфнка эволющши итога явленй имЪфеть значете потому, что законъ 
большихъ чисель въ формБ теоремы Я. Бернулли имЪфетъ известную 
ничтожную неустойчивость, и притомъ теорема эта открываеть лишь 
приблизительныя достовЪфрности. Порокь или изъянъ этихъ исчисленй 
необходимо запомнить вообще, ибо теорема Л. Бервулли, какъ увидимъ, 
имЗетъ безчисленныя примфнен1я, и пичтожныя ея пороки суммируются 
въ опасные валовые итоги погрфшности и неустойчивости. 

Эволющю, какъ измЪнчивость и неустойчивость, нужно изучать: 1) по 
ея матеральной скал й =я-+1и 2) въ ея отношеши къ устойчивости, какъ 
приблизительной достовфрности, что колебане числа я не уйдеть изъ 
данныхЪ тфевыхъ границъ, опредфляемыхь неравенствами типа (10). 


| ЕЕ 


ОпредФляемый перавенствами (10) такой кусокъ скалы и =а-нё па 
которомъ формула © (:) годна въ качеств приближенной къ вфролт- 
ности АР, „.;, отеВкается равенствомъ (9) и неравенствомъ (5); вяЪ 
этого куска формула ф ($) бываетъ подозрительною и негодною. Этотъ 
кусокъ тёспфе того, въ которомъ бываетъ годпою формула Т (ан и 
который отсфкается равенствомъ (9’) и неравенствомъ: с < 1. 

Укажемъ еще особенный случай непригодности формулъь © (7) и 
Т (@&--2). Этоть изъянъ бываеть тогда, когда вФроятность р лвлешя Ё 
есть либо 1, либо 0, т. е. когда число а -н { получаеть абсолютно пе- 
поколебимое зпачеше, равное либо $, либо 0; въ этихъ случаяхъ самая 
эволющя числа а -+- $ не существуетъ, и фупкщи 7’ (> 1-#) иф (2) перем н- 
наго { теряютъ смыслъ. Формулы ф () и Т(а-нй) неопредЪленны и не- 
точны также вблизи этого особеннаго случая, когда вЗроятность р весьма 
близка либо къ |, либо къ 0, а число $ хотя и весьма большое, во не 
безконечное. 


ГЛАВА ТУ. 


Математическое ожидан!е и его приложен!е къ вопро- 

вамъ о дзятельноети, приносящей плоды, и объ оборо- 

тахъ выгоды въ равныхъ играхъ. Индукщя. Сличен!е 

ожидан]Й и дВйетвительноети. Оцфнка цЪнноетей въ 
обмЪн$ и равномъ риекфЪ. 


$ 15. Опредблене и статистическя свойства. математичеснаго ожи- 
даня. Индуктивныя уравненя и методъ истори. Ассощащя идей и 
фактовъ. Двоящй реализмъ. 


Вообразимъ операщю или опытъ О, которому свойственны несовм$- 
стимыя и всевозможныя дёйстня Ё,, ЁЕ,,..., В. ВЪфроятности этихъ 
явлен!й обозначимь соотвфтственно черезъ р, р...., р. При данномъ 
испытани одно изъ указанныхъ явлешй непремфнно осуществится, такъ что 

А -Н...-1- р, = 1. 

Пусть х есть перемфнная вЪ зпрюрномъ суждеши вещественная ве- 
личина, способная принимать въ конц? опыта только слфдующя значеня: 

ан № 


приземъ пусть х принамаеть то или другое изъ этихъ значеши, смотря 
по тому, какое изъ дЪйстьй Е, Н.,..., Е, осуществляется при нс- 


пыташи,— именно, если при опыт состоится событ!е Л, то пусть 5 
принимаетъ значен1е 2. При этихъ условмяхъ вЗроятпость того, что х 
получить значене х,, очевидно, равняется вЪроятности р, события Е». 
Поэтому р, называется, иначе, вФроятностью значеня л, перемфннаго г, 
приносимаго операщей 0. 


Выражене 
в=р т, + р, +... р, т, 


называется математическим ожидамемв перемпннаю т. Согласно 
этому опредфлен!ю, математическое ожиданзе перемънназо х есть сумма 
произведений всьхь возможныть частных значе перемъннаю х на 
взьроятноети этихь значеня. 

Это опредфлеше распространяется и на тоть случай, когда пере- 
мфнное изм$няется непрерывно, причемъ сумма, выражающая математи- 
ческое ожидаше этого перемВннаго, представится опредфленнымъ ин- 
теграломъ. 

Выражевше 

р — р, д.р. т... р, 


называется математическимъ ожидашемъ квадрата  перемфпнаго т, 
т. е. математическое ожидание квадрата перемпннио х есть сумма 
произведений квадратовь всохь возможныхь частныхь значений х на въ- 
фоятности этитз значении. 

Подобнымъ образомъ опредЗляются математическя ожиданя всВхъЪ 
степеней перемЗннаго х и всфхъ его функц. 

Математическое ожидан1е а перемфннаго х будемъ пазывать также 
ввролтностнымьё (кредитнымъ) среднимь значещемз его, отличая этотъ 
терминъ отъ «ариеметическаго средняго» фактическихъ значен1й того же 
перемфннаго, наблюдаемыхъ спатистикой при многократномъ повторе- 
ни обсуждаемаго опыта О. 

Математическое ожидане а перемфннаго х занимаетъ среднее поло- 
жене въ промежуткЬ между наименьщимь х и наибольшимь п” изъ 
значен!}Я 1, х.,..., х,, 

я < а< т". 


Разсмотримъ здЪсь одно важное свойство математическихь ожидавай, 
которое находится въ связи съ простымъ закономъ большихъ чиселъ и 
которое приведетъ васъ къ другому опредфленю математическаго ожи- 
Даня, а именно по стапистическому способу предьлове. 

Пусть вышеуказанный опытъ О, течешемъ котораго опредВляется то 
или другое значеюте перем$нпаго х, предполагается воспроизвести 3 разъ. 
Каждый разъ опытъ приведетъ въ концф къ опредфленному значению пе- 
ремфннаго х. Сумму всЪхь этихъ фахтическихь значенй 2 назовемъ ста- 


тистической суммой и обозназимъ черезъ %х, причемъ среднее ариеме- 


тическое изъ этихь вначен!й будетъ —- 

Представимъ статистическую сумму Ух въ другой форм. 

Можно ожидать, что при 3 предполагаемыхъ испытаняхъ О пере- 
мвнное 2 нфсколько разъ (т, разъ) приметь значеше х,, иначе говоря, 
т, разъ осуществится событе Е,. Будемъ имЪть: 


Уф = тх + та, +... + т, 





откуда 
Ух т, т. 1, 
ИН, а - 
$ 
Отношен!я 
т. т. т, 
ПЕ г 


называются въ статистикё частостямы явлешя соотвЪтственинхъ зна- 

чен!й 5, 2.,...,х„ перемВнваго $ при 8 повторевяхъ опыта. 
Предполагая теперь, что число $ стремится КЪ сс, на основани тео- 

ремы Я. Берпулли, будемъ имфть съ враветвенною достовфрностью: 


от, т (И, 
Гот =: р... мт $ =р.,..., Гат 2 


Иначе говоря, при независимости испытан! вышеупомянутыя частости 
въ 77604 сливаются съ вфроятностями соотвфтственныхъ явленй. 
СлЪдовательно 


м 


з ия 
др, + т.р Н... -+ Яр,, Тат т 


т. о. математическое онидаие перемьиш х есть предьла суедняо 
ариометическаю игь частныхе значе этою перемльннао, соотвут- 
ствующихь $ независимымз повторевямь данназо опыта, при возраста- 
44 5 00 со. Это правило распространяется на фупкщи отъ &. 
Понятно, что на практикф число 3 наблюденй, получаемое «индук- 
тивнымъ собираюмемъ фактовъ», можетъ быть весьма болшимъ, но не 
безконечнымъ. При этомъ услоши найденныя частости и ариеметическая 
середины перемфнныхъ лишь приблизительно представять вЪроятности 
и математачесмя ожидатя, являюпуяся независимо отъ фактовъ мате- 
матическими конценщями родовыхъ понят и общихъ имепъ. 
Приблизительныя уравнен!я 


т 
В =. | Ре = В (4) 


назовемъ индуктивными. 


Лзвыя части этихъ уравнен! получаются дедуктивныме апр!орнымъ 
разсужденемъ, исходя изъ данныхъ несовмюстимыхлё видовъ или формъ 
дфятельности Е въ операши 0; правыя части уравненй исчисяяются 
индуктивно посл $-кратнаго повтореня операщи О. Если при этомъ 


т . = 
фактическую частость —^ событ!я Е, для краткости обозначимъ чрезь Ду, , 


то будемъ имфть слБЗлующую сличительную таблицу, зам5щающую выше- 
указанную индуктивную систему (.4) уравневй. 


Сличительная таблица. 











| Несонм. виды Теорет. Опыти. 
№ строки. а Плодъ хм, ны, р 

| дЬвств:я Е. т а 
\ З +. 

1 в Е, А" 

2 Е А", 

$ Ен Ау, 
| 





Индуктивная система уравневй (4) связываеть прошедшее съ буду- 
щимъ, ибо л5выя части ихъ, т. е. в8роятпости и ожидане, смотрять 
6% будущее, а правыя части выведены изъ учета состоявшихся фак- 
товъ Ё,, т. е. смотрятз в5 прошедшее. Въ уравпешяхъ (4) содержится 
элементь фплософи истори. 

Частости и, съ другой стороны, вфроятности въ ихъ сближеши съ 
помощю теоремы Я. Бервулли сличаютъ теорю съ опытною дфйстви- 
тельностно и образують ассощацию двухз мр005: шра фактовъ и м!ра 
мысли съ ея отвлеченными идеями, повторными вопросами и вчными 
проблемами возрождающейся жозни. Собираню же фактовъ соотвЪт- 
ствусть мръ ощущен!й факта (трей мфъ, эмпиричесяй), образующий 
отчетливыя непосредственныя представленя о фактахъ, регистрируемыя 
въ памлти и въ журнал5. 

Математическое ожидаше какой либо возможной реальности есть 
концепия или умозрительное значене реальности. Резлизмъ утилитар- 
ный есть матертализмъ; реализмъ творчесяй во имя идеи есть спири- 
туализыъ, насыщающй умъ и сердце (оргапъ вфры) культурными по- 
няпями, ибо «не однимъ только хлзбомъ живъ человВ къ». 

Резлизмъ, слфдовательно, бываеть по качеству въ однихь случаяхъ 
матералистическимъ, въ другихъ спиритуалистическимъ. 


— 40 — 


Графичеен!й еличительный методъ, открывающй 
законы природы и общеетвенноети. 


Индуктивная система уравнешй (.4) есть основной эвристичесай 
элементь познашя естественныхь и общественных закономФрностей, 
критически согласующаго теоретическя понят!я съ конкретною дЪйстви- 
тельпостью. Разъедлняя правыя и лЬвыя части индуктивныхъ уравне- 
ый (.4), имфюпия различное происхождете (теоретическое и опытное), 
вообразимъ двЪ декартовскя д1аграммы: 

Пу = д и 2 у= Аа, = ^. п ы-в 6) 
Первый изъ этихъ графиковъ чисто теоретическ!й; второй чисто опытный, 
вычерпаниый изъ непосредственнаго плаяомфрнаго разсмотрфн!я фактовъ. 
Это — два какъ бы Графическихь зеркала, отражающихь два мра; оба 
они имфютъ подъ собою общую истинную опору, офорыленную какъ 
приблизительная достовфрность въ теорем Я. Бервулли; ихъ однакоже 
нужно согласовать вторично и болфе точно въ виду извфстныхь изъя- 
новъ теоремъ Я. Бернулли и Пуассона. 

Въ этомъ эвристическомъ методв играеть роль сличен!е графиковъ, 
т. е. наложеше одного графика на другой, причемъ стараются замЪтить, 
пмфеть ла мЪсто «сходимость» (т. е. приблизительное совпзден1е) или 
же, наоборотъ, «расходимость» (т. е. значительное расхождене) частей 
той и другой фигуры. 

Въ пунктахъ сходимости д1аграммъ искомая объективная законом$р- 
ность считается существующей въ самомъ быть, и соотвфтствуюлие гра- 
фики достойны санкши ореоломъ науки. 

Въ пунктахъ расходимости даграммъ закономфрность считается не- 
найдениой; тутъь либо первый графикъ, либо второй, либо оба вмЪстЪ 
признаются сомнительнымн по педостатку паблюденй. 

Какь сходимость, такъ и расходимость можеть быть результатомъ 
какой-либо субъективной поддфлки (лжи); по туть необходима пред- 
варлтельная особая критика и выводовЪ, и цыфровыхъ фактическихъ 
матераловт. 

Изложепный овристичесый методъ приложимъ къ познанию какъ 
природы, такъ и общественной психологи, спрашивая планомфрво от- 
дЪльныя индипидуальпыя души, способныя къ вфроподобному показаню. 

Очевидно, индуктивныя уравненя (4) и сличене между собою двухь 
графиковъ {Б) способны: 1) укрфплять въ знави хорош!й резлизмъ и 
хорошую культурно-общественную идеологю, 2) гнать прочь гнилой 
товаръ реализма и идеологи. 


ее = 


Выпуекъ дЪйетвующей наличности, окупаемый за ечетъ 
будущихъ плодовъ. Обороты истори, машинообразный и 
немашинообразный. Необходимоеть гармони, равпорядка. 


Въ эвристическомъ метод$ играеть роль, кромз графика вфроятности, 
историческая скала и преемственность. При послЪдовательномъ исчислени 
выпуска дфятельпостей типа Ё, домогающихся выхода плодовъ типа г, 
долгосрочные процессы истори анализомъ разсёкаются на кратчайшие 
элементарные интервалы (т, т-+ Ал) времени т, считая отъ начальнаго 
момента, т до момента т + Ат выхода плодовъь ближайшаго срока. Плоды 
реализуются въ концахъ послфдовательпаго ряда интерваловъ: 


т,т-+ Дт), (+ Ат, т 245), (с + 34Ат,т + 3ЗАт),... .. (1) 


Историческая развертка собымй, ихъ расклублеше по этой скал$, 
есть вопросъ исторической динамики и кинематики, разрфшаемый опы- 
тами съ помощю двухъ готовыхъ схемъ: по схем рапональной меха- 
ники (при чемъ и общество трактуется какъ механическая система оду- 
шевленныхъ точекъ) и по схемВ изъяповъ механики, исправляемыхъ ра- 
зумомъ и искусствомъь самаго отв®тственнаго механика (тутъ властвуютъ 
уже законы духа и его интеллекта). 

Надлежить замЪфтить, что источникъ д%ятельности типа № обычно 
истощался бы, если бы ряды ея выпусковъ не возстаповлялись за счетъ 
плодовъ. Это возстаповлен!е устанавливаеть понят объ историческомъ 
оборотт или выкупь выпусковъ. 

ДЪятельность типа № раздфлимъ въ умЪ па двВ части: одна часть Я, 
представляеть достовърный выпускъ наличной силы, другая же часть АЁ, 
представляеть альтернативный выпускъ наличной силы, соотвфтствующий 
частью игр$ природы, частью хитрости людей и раскрываюцийся окон- 
чательно уже въ процесеь, въ конц соотвфтствующаго изъ интерваловъ 
строки (1), когда ожидаемый загаданный плодъ х является (матерали- 
зуется) въ наличности. СлЁфдовательно, будемъь имфть символическое 


тождество: И А ль ее а 30) 


Альтернативная сила АЁ, имфеть столько же возможныхъ несовмЁ- 
стимыхъ видовъ, сколько соотвфтствующихъ видовъ имфетъ дфятель- 
ность Ё, каковые виды Ё,,..., №, выфстВ съ вфроятностями ихъ вне- 
сены въ вышеприведенную сличительную таблицу. Эти виды силы АЁ, 
обозначимъ соотв тственно символами: АЁ\, АЁЕ",..., АЕ, полагая 
тождественно: | 

ЕАН, ДЕ: ана ВЕ д ель 3) 


при чемъ р, ость вфроятность вида А, силы АЕ... 


М1ръ наблюдаемыхъ операшй О,, О,,..., О‚, вырабатывающихъ плоды 
типа 1 повторяемою дЗятельностью типа @, выпускаетъь итожную дфятель- 
ность ХЕ; каждая изъ операшй О приносить въ концф срока свой 
плодъ х, а въ итогВ получится количество обозначаемое фориулой Хх. 
Между УЕ и Ух должно быть историческое соотв тстве, распорядокъ или 
гармоня. Итогь »Ё дфятельностей типа Е посредствомъ символическихъ 
уравнен!й вида (2) представится такъ: 


УЕ = ЗЕ, + АЕ, „(-...-... - (4) 


Члену ХЁ, второй части равенства (4) соотвфтствуетъ достовВрпость 
выпуска наличной силы »Ё,. Если пратомъ и возстановлене выпущепной 
силы »Ё, за счеть части Уа плодовъ Хх достовфрно, то этому члену 
будетъь соотвфтствовать машинообуазный оборотъ исторш; а въ логик$ 
ему будетъ соотвфтствовать логическая машина Джевонса (см. ниже) или 
логика «трехъ закоповъ» Аристотеля, воспроизведенныхъ въ философляхъ 
Канта, Милля и другихт. (Эти законы суть: законъ противорЪфч1я, законъ 
исключеннаго третьяго и законъ тождества. 

Закону машинообразнаго оборота пе подчиняется членъ >АЁ, второй 
части символическаго равенства (4). Этому члену соотвзтствуетъь воз- 
можная затрата силы ХАЕ,, колеблющаяся не только въ апрорномъ 
суждеши, но и въ самомъ дфлЪ. Покрыте этой затраты требуетъ серьез- 
наго обсуждешл. Въ противпомъ случа источникъ или сокровищница 
дфйствующихь силъ изсякнетгъ, историческая гармоня жизни нарушатся 
и машина жизни остановится, замреть. Покроетъ ли часть Х(х— а) пло- 
довъ %х не искупленную силу УАЁ,,—вотъ вопросъ живознаня и исто- 
рическаго соотвфтстыя или гармоши (Лейбпицъ). Опъ р5шается графи- 
ками вфроятности и послфдовательпою работою истори, враждебною 
Хаосу и Ночи. 

Замфтимъ еще слфдующее осложнене. Въ операщи О обычно мыслится 
не только хозяйствуюцИй субъектъ, но и соучастники. Субъектъ, какъ 
сторона, долженъ опредфлять свои права и обязанпости отпосительло 
другихъ соучаствующихь сторопъ. СоотвЪтетвенио этому раздфленю и 
обособленио функщй, выпускаемая наличпая спла дфятельности №, иску- 
паемая плодами, представляется такт: 

Е = Е + Е ее... (5) 


гдВ ДЕ есть доля силъ дфятельности хозяйствующаго Я, а 41° есть доля 
силъ соучастниковъ, т. е. не Я. Въ вопросахъ правомфря и управлешя 
символическое уравнеше (5) должно играть роль для того, чтобы взы- 
скивать обезпечен!я поправки, направляемыя противъ накоплен!я угро- 
жающей погрфшности однихъ субъектовъ противъ другихъ, однихъ эко- 
помическихь классовт противъ другихъ. 
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Типы индукщи. 


Индуктивная работа, обслужавающая добываше графическихъ законо- 
мфрностей по всзмъ этиямъ вопросамъ и жизнедфятельнымъ функщямъ, 
огромная по чисяу задачъ и по спросу на цыфровой статистическй 
матераль; назовемъ ее великой. Эта работа важна даже для простВй- 
шихъ, но безчисленныхъ случаевъ, когда въ сличительной таблиц бы- 
ваеть лишь двЪ строки, т. е. в = 2; соотвтствующая операщя разсма- 
тривается въ теорем$ Я. Бернулли (безъ указашя на плодъ 1х дфятель- 
ности), при чемъ дфятельности В и Е, совпадають съ противополож- 
пыми событями Е п Р, или не —Ё. Подъ эту великую работу, для 
ея облегчешя, нужно подвести научно-философсяй планъ; онъ уже 
существуетъ. 

Молою ипдухщей назовемъ такую, въ которой искомый пеизьВстный 
графикъ вполпф открывается уму ограничениымъ числомъ наблюдевй. 
Такъ, изъ трехъ только наблюден!й ужо можно вывести достаточно точ- 
ный графикъ движен!я вновь замЪченной кометы. 

Эвристическй методъ играль и вЪчно будетъ играть огромную роль 
въ областяхъ, изслфлуемыхт, основными номографическими методами теор!и 
вфроятностой. Законъ болыпихъ чисель, соединяющИ графиками мно- 
жество обособленныхь «я» въ собпрательное «мы», и симолическая пере- 
дача субстаншопальныхь понятй языкомъ, чортежомъ и живыми личными 
символами, отправллющими дфло общественнаго звачен1я, представляютъ 
одно изъ необходимыхт основашй общественности. Цри этомъ эвристи- 
ческий методъ исчисления вфроятвностей, спрашиваюпий не только при- 
роду. но и души людсюя, есть по истин$ сгих рпумсогиа 6 ше!а- 
риуясогии, соединяющй видимое и певидимое, постижимое и то не- 
постижимое *), что существуеть въ неприступности чужого я, способнаго 
однакоже къ соучастю, къ соболфзнованю, къ исповфди и къ объеди- 
неню въ семью и друе коренные союзы. 

Если накопленемъ графиковъ предшествующихъ опытовъ и свойствами 
природы вещей почва открытя хорошо подготовлепа, то рфшающая 
индукц!я иногда можеть быть быстрою, почти маимювенною, т. е. мысль, 
открывающая законъ, сразу озаряется наводящимъ фактомъ («эврика» 
Архимеда, «яблоко» Пьютона и пр.). 


*) Легый примфръ провикновенйя узфровав{емъ въ неприступную гипотетиче- 
скую причину при возможности испытан! приведенъ ниже вт, $ 26. В. С. Со- 
ловьевнъ, а за нимъ НЫ Лоссюй въ «Основани ивтуптивизма» и Н. Бердяевъ въ 
«Философия свободы» ставить вопросъ о релиозной «эврикВ» (таково озарен1е св. 
ап. Павла). Но, конечно, философя не пмъ силахъ выработоть соотвфтствующей 
теор!я, ябо такое озарен!е зависитт но отъ мудрости человЪка, а оть воли Божей 
при наличности вёры чедовВка вь Верховное Существо. 


Учрежден1я ередоточий. 


Во всзхъ случаяхь органическихь гарантй нужно опредфлять ихъ 
количество съ достаточнымъ сосредоточеннымь запасом. Эти сре- 
доточ1я назовемъ учреждениями; они запасаются подвижными силами 
дфйствя, или хассами заранпий, придавая слову касса пе узый финан- 
совый смыслъ, а боле широюй, матеральпый и личный, считая, напри- 
мфръ, какъ бы за кассу живую корпорацию, звемскую какъ бы церковь, 
одухотворенную одинаковыми идеями. Финансовыя кассы тутъ будемъ 
брать лишь въ качествЪ легчайшаго пояснительнаго аллегорическаго и 
аналогическаго примфра. 

Теор1ю оборотовъ въ кассахъ гараний будемъ разсматривать по пра- 
виламъ математическаго ожиданя, по предполагая, что покровительствен- 
ная кривизна, соотвфтствующая нравственному ожидантю (8 22), вводится 
потомъ въ качеств важнфйшей поправки, когда слфдуетъ. 

Верховпымъ покрывающимъ страховымъ Обществомъ будемъ считать 
государство съ его достояшемъ, гарантированномъ жизнью и имуще- 
ствомъ подданныхъ. 

Матертальная наличпость закладовъ и постоянныхь источниковъ воз- 
рождена и дохода есть существенпое услове связи м!ра мысли и м!ра матер. 


8 16. Конкретныя и идеальныя числа, Таксологичесная проблема 
статистики и политической экономи. 0 ЦБнЪ суммъ и выгодъ, под- 
верженныхъ случайностямъ. Акс!ома. 


Г. Куча разнородныхъ предметовъь &,, Е;,..., &, можеть быть при- 
ведена въ извфстпость описательнымъ методомъ. Она есть своего рода 
ИТОГ =, На, -+...-1-=,, ПО пе количественный, а описательный 
или символическай. 

Если же элементы разнородной кучи по ихъ смыслу являются цФле- 
сообразными разнородными цфиностями, па кои пмфются потребители, 
то эту кучу можно разсматривать какъ количественпый экономическй 
итогъ, по пе простой, а составной (комплексный), разнородныя слё- 
гаемыя котораго имфютъ общее символическое мфрило, сообразующееся 
съ вкусомъ потребителей-цфнителей. 

Символическое мфрило (цфппые мфновые знаки) является вспомога- 
тельнымъ средствомъ для выкупа благь; магичесюй смысль этого м8рила 
лежитъ не только въ пемъ самомъ, но и вн его, въ той узьли, для которой 
пригодно это вспомогательное средство. Оно помогаетъ размфну благами 
по форлулЪ: «избытки охотно вымфниваются на то, въ чемъ ощущается 
недостатокъ». 

Усложненный способъ обмфна— посредственный обм$нъ—необходимъ 


Н. Некрасовъ. 4 
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при сл8дующихъ обстоятельствахт. [сли А желаотъь обмЗпять свое благо 
на благо В, а послЪдюй, не нуждаясь въ благ А, отказывается его 
принять въ обмфнъ за свое, то А можетъ отдать свое благо третьему 
лицу С, нуждающемуся въ немъ и желающему обыЗвять его на свое 
(третье) благо, которое нужно лицу В п которое .4 возьметь не для 
собственнаго потреблешя, но въ виду того, что БВ согласится принять 
его въ обмёнъ за то, которое „4 желаеть приобрЪсти отъ В. При такомъ 
обмфнз цЪнностей, блага А и В измпряются цниостью блага С. 

Если благо С служить общепринятымъ посредствующимъ м$риломъ 
цзнности ини средствомъ обмфна, то его называютъ деныами в5 широ- 
хом5 смыслью. Оно (м$рило) является деньзами в5 узком» смыслль, если 
призпается государствомь какъ платежное средство при взимами одно- 
сторовнихъь платежей (налоговъ, пошлинъ, штрафовь) и средетвомъ сбе- 
режен1я пфнностей въ государственпныхь кредитныхъ учрежденяхъ. Мф- 
новая цфнность всфхЪ прочихъ благъ количественно можеть выражаться 
въ этомъ благЬ въ зависимости отъ пфны м» единицы блага на деньги, 
каковая цфна или стоимость покрываетъь издержки производства блага, 
и даетъь производству устойчивость, в потребителю дешевизну (пока не 
вмфшалась спекуляця). 

Итогь х=а, На, +...-Не,, составлеппый изъ элементовъ выше- 
указанной кучи, можеть представлять либо простое (однородное) веще- 
ственное количество, либо составное (разпородное) вещественное коли- 
чество, полученпое въ результатВ измфрея всеобщимъ м$риломъ эколо- 
мической цфнности. 

Въ послЪднемъ случа слагаемыя ,,=.,..., в, будутъ представлять 
финансовыя стоимости разпородныхъ предметовъ, напримЪръ. стоимость 
сырыхъ продуктовъ земли, стоимость машинъ, обработанныхъ прелметовъ 
потреблешя и пр. Пусть эти разнородпые предметы, соотвфтствующе ана- 
лизируемымъ слагаемымъ в,, Е. ..., =„, измВряются еще каждая собствен- 
ною единицею и, по измфреншм, представляются соотвфтственно числами 
у, У.,.... У»; финансовыя стоимости соотвфтетвенныхъ единицъ пусть 
будуть: ®,, в,,..., ®,; тогда будемъ имфть экономическое составное 


количество: 
Ха, На, -Н... Не, = 1,4, Ну, ®, +... НУ ю,. . . (1) 


т? 


Итоги этого рода, опредфляемые въ зависимости отъ спроса, предло- 
женя, субъективнаго вкуса, нужды и пр., подвержены колебанямъ по 
причинё пеустойчивости цфнъ &, обусловленной не только торговыми 
спегулящями, а также то частостью, то, наоборотъь, рфдкостью и недо- 
ступностью искомаго блага. 

Задача политической экономи и статистики—по возможности устано- 
вить объективныя значеня цБНЪ ®, ®,, .., ®, и цфны #/, денежнаго 


капитала (см. $ 13), въ согласми съ истинными требоватями ‘природы 
земли, труда, капитала, продовольств1я и здоровой жизнеспособности. 

Учене о конкретныхь и идеальныхъ составпыхъ числахъ, излагаемое 
въ математикВ *), формулой (1) раздвигается въ сторону таксологической 
проблемы политической экономи, приводя исчислене движимыхъ капи- 
таловъ и продовольственныхъ ренть къ общему многомфрному перемЗн- 
ному количеству у и къ иногомфрному графическому ‘пространству. 

Въ таксологической проблем легко дВлается отибка подъ назван1емъ 
сте из 105$ (ложный кругъ). Такъ, въ «изолированномъ государств% » 
фонъ-Тюнена поднят!е цфнъ въ интересахъ производителей благъ, пови- 
димому, улучшаеть ихъ положене; но оно на дфлВ поднимаеть потре- 
бительсмя цфны, и кажущаяся выгода производителей теряется ими при 
потреблеши. Выгоду оть ложныхъ цфнъ получаеть лишь лукавая спеку- 
лящя всемрнаго капитализма. | 

Поняте денегъь въ широкомъ смыслЪ ограничиваеть магическую власть 
золота въ «м!рБ» экономическихъ цфиностей. ХлЪбъ, трудъ и орумя нужнВе 
золота. Важна потребительская цфна денегь въ хлфбныхъ едипицахъ; се 
пужно держать въ устойчивомъ положеши (Курно). 

Учене о зрадаияхль устойчивости ульнныхь альыпернативныхв явле- 
жи, ниже предлагаемое, играетъь важную рояь въ опредвлени нормаль- 
ныхь дЪнЪ, со включенемъ въ нихъ умбреннаго резерва, какъ необхо- 
димой и достаточной гарантии устойчивости. Понятя стоимости и правди- 
вой цфны надлежить связывать съ понятемъ и мфрами всеобщей и част- 
ной устойчивости производства благъ, удовлетворяющихъ нуждамъ жизни, 
начиная съ самыхъ неотложныхъ, какъ хлфбъ насущный. 

Математическое ожидан!е блага, производимаго операщей (0, назы- 
звають вы1000й; эта выгода, согласованная съ удостовфрешемъ всеобщей 
устойчивости, является мфриломъ стоимости при оборот средствъ. 

П. Проблема стоимости производной цфнности есть одна изъ цен- 
тральныхъ задачъ политической экономи **). Проблема стоимости пред- 
полагаетъ возвратъ издержекъ производства и сверхъ того палогъ или 
резервъ для выключешя неустойчивости выходовь цзннаго плода, полу- 
чаемаго какъ итогь массовыхь явленй, производимыхъ дфятельностю 
мпожества зависимыхь и независимыхъ причинъ. Мфрила устойчивости 
и пеустойчивости ниже получаются съ помощю теоремы Чебышева. 

Если въ процесс хозяйственной жизни данной страны относитель- 
ная устойчивость ежегоднаго выхода цфипыхъ плодовъ обезпечена об- 


*) А. В. Васнльееь. Введен! въ анализъ. Часть Ц. | 
**) Н. Гантеп: БазНаае Ма 6таачое, пи? 55—81. — ДП. А. Некрасовь: «Мате- 
матическая статистака, хозяйственное право н финансовые обороты», гл. У и \1. 
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щимъ покровомъ, то таксологическая проблема рЪшается уже съ помощю 
легкихъ резервовъ и проет8йшихъ формъ закона большихъ чиселъ. 

Теорема Я. Бернулли съ ея дедукщей п ипдуктивными уравпешями 
бросаеть свфтъь не только въ задачу о резервахъ прочности массива не- 
зависимыхъ предпрятй, но и въ эту таксологическую проблему, которзя 
сводится къ слфдующимъ элементарнымъ задачамъ, предполагающимъ при- 
близительно равные риски покупающихъ и продающихъ и конкуренщю 
спроса, какъ и предложетя, 

Задача 1. Нъхто обладаетз слъдующими травами на сумму в 
а рублей: если произойдетз свойственное данному опыту событие Е, 
то онз получить сполна указанную сумму; в противномз случаъ, т. е. 
если произойдет событзе не— Е, он ничего пе получаетз изь этой суммы. 
Пусть владълець этитз прав хочетз продать ить друлоюму лицу. Спраши- 
вается, какова будет» равная по риску, безобцдная для объить сторон», 
цтна за передачуэтихь праве. 

Указанпую въ задач сумму въ а рублей, будемъ иначе пазывать 
задательною суммою. ОцЪнка этого рода суммъ можетъ быть произведепа 
на основан!и закона большихъ чиселъ. Опираясь на этотъ законъ дока- 
жемт, что искомая въ предложенной задач цфна продаваемыхъ правъ, т. е. 
Цна гадательной суммы а, есть ра, гдф р есть вфроятность событя Е. 

Необходимо напередъ предположить, что въ продажз имфется большое 
число $ такихъ гадательныхъ суммъ, какова сумма а, указанная въ задачф. 
Лишь при подобныхъ условяхъ, т. е. при существовати указаннаго рывка 
цфиностей этого рода, можеть быть правильно опредФлена цфна гадатель- 
пой суммы а. 

Положимъ, что стоимость каждой такой суммы есть ра + 09, и дока- 
жемъ, что такая оцфнка не будетъ безобидна либо длл класса продавцовъ, 
либо для класса покупателей, если только величина 6 не есть нуль. 

Покупатели при указанной оц8нк® уплачивають (ра +5). 3 рублей. 
Этимъ $ суммамъ соотвЪтствуютъ $ опытовъ, изъ которыхъ каждому свой- 
ственно событе Е, причомъ осуществлене или неосуществлене этого 
событя ведетъ къ полученю или неполучетю покупателемъ соотв$т- 
ственной суммы а. Пусть т есть число осуществлешй собымя ЕЁ при 
указанныхъ $ опытахъ, такъ что покупатели, затративиие сумму $ (ра + 5), 
сами пробрЪтуть сумму та. СлЪдовательно потеря покупателей будеть 
\ = (ра 5) 3 — та. Но по творемЪ Бернулли 


т — р 5% = 8 (р -+ 9), 


гдЪ « есть величина, стремящаяся къ нулю при возрастани 8 до с. 
СОл$довательно вышеуказанная потеря покупателей будетъ: 


А = (ра + 5) $ — (р-- ®) за = 3 (6 — ва). 


а. Бы 

Если величипа 6 отлична отъ нуля, то вышеуказалппая величина А 
при достаточно большомъ $ будеть отлична отъ нуля и будетъ имть 
знакъ величины 6 (ибо «а стремится къ нулю). Если 8 >0, то поку. 
патели понесутъь положительную потерю, близкую къ $6, и ато для нихт, 
не булеть безобиднымъ;: если же 5 < 0, то покупатели понесутъ отрица- 
тельную потерю, близкую къ $6, и будуть имфть выгоду на счетъ тор- 
говцевъ, что не безобидно для этихъ послфднихъ. Такимъ образомъ при 
безобидной для обЗихъ сторонъ пфнЪ случайпой суммы а величина 6 не 
можеть быть отличною отъ пуля и слФдовательно 6 = 0, причемъ искомая 
цфпа будеть ра. 

На дЪлф обычная нехватка теоретическихъ данныхъ, опредфляющихъ 
значен1я вЪроятностей р въ разныхь коллимлхъ жизни, заставляетъ при- 
бЪгать къ статистик®, къ индуктлвному собираню фактовъ и къ зам н® 
вфроятности въ таксологической проблемВ частостью. 

Теорля спроса и предложен1я выдвигаетъ свой самостоятельный таксо- 
логичесый методь: ярморочный и базарный торгъ. Опъ пе противор$- 
чить вышеуказанному таксологическому принципу, пока на базарф суще- 
ствуеть множество позависимыхъ другъ отъ друга конкуррентовъ какл, 
спроса, такъ и предложен1я. Но торгъ на аукщонВ или тфеномъ рынк$, 
гдз всЪ перешептались и лишь для проформы возглашають свои цфны отъ 
имени будто бы независимыхъ отдфльныхъ конкуррентовъ, искажаеть ре- 
зультатъ измВрешя цфны спросомъ и предложешемъ, Тутъ умБстна другая 
регламентащя цзиЪ. 

Требуемая независимость чаще осуществляется внЪ тфсныхъ (по про- 
странству и времени) торговъ, внф слишкомъ замкнутыхъ рынковъ и 
биржъ, гдз профессоналы перешептались полюбовно. 

Поэтому независимо оть полюбовныхъ и покровительственныхь си- 
стемь тБенаго рынка купли-продажи, гражданское правомфр!е должно, 
разрёшая классовые споры объ оцЪнк& массовыхъ независимыхъ правъ 
въ публичномъ размфи$ и сравнивая мысленное владфе съ наличнымт, 
матеральпымъ обладашемъ, принимать таксологическую акс1ому: 

Акстома. Мысленное владюзще, зо праву, приходо-растодною вещью А, 
имъющею поступить вз распоряжевще субъекта с5 впроятностью у, 
обмънивается на наличность вз размрь В = А. р. 

Нужно помнить, что акс1ома эта относится не къ жертвамъ покрови- 
тельственпой или иной системы, а наобороть къ безсистемнымъ независи- 
мым вфроятнымъ явлешямъ и притомъ къ такому ихъ соединен!ю, когда въ 
большихъ итогахъ ихъ гарантирована относительная устойчивость, т. е. 
относительная (приблизительная) достовЗрность, что итогъ этоть можеть 
колебаться лишь в5 т»ьсныхз предълатё, какъ учатъ теоремы Я. Бер- 
нулли и Пуассона. | 
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Къ основамъ таксологической проблемы мы еще вернемся ниже 
(въ & 22) при обсуждеши яокровительственной формулы въ случаЪ гне- 
тущихь кризисовъ, соотвфтствующихъ парадоксальнымъ положен1ямъ. 

Задача 2. Рообразимь предялтме, которому свойственны несо- 
вмюстимыл и всевозможныя события Е, Е,,...,Е,. Пусть лицо А 
получаеть отз этою предтрятля одну изз сумме: а, @.,..., аи, смотря 
по тому, какое изв событий №, Е.,..., Е„ состоится (т. е. полу- 
чает» сумму а,, если состоится событие Е‚). Гребуется опредълить 
стоимость прав на это предтруняте для лица А, т. е. безобидную для 
сторон» сумму, за которую лицо класса А можеть продавать подоб- 
ныя свои права на выюды отз предилятия лицу класса В. 

Пусть вфроятности событй Ё,, Е,,..., №, будуть р., Р.,...,Р.. 
Вообразимъ, что права лица 4 на каждую изъ случайныхь суммъ 
е, @.,..., а, продаются отдфльно. На основан!и результата, получен- 
наго при рзтенш предшествующей задачи, стоимости этихъ случайныхь 
суммъ соотвфтственно будутъ: 2,4. , р.@,. Р.а.,..., р,а„. Слфдовательно, 
полная искомая стоимость предпраят!я будетъ: 

ра, „ра, +... + ра... 


Это есть пи что иное, такъ математическое ожидаше приносимой пред- 
прятемъ вФроятной персм$нной величины 2 =а,..., @„ на получене 
которой можеть разсчитывать лицо класса А. 


$ 17. 0бъ оборотахъ выгоды въ равныхъ или безобидныхъь играхъ. 


Игра есть своего рода оборотъ. въ которомъ тотъ или другой игрокъ, 
смотря по усломямъ и дЪйстыаямъ игры, пускаеть въ ходъ свой капи- 
талъ того илп другого рода’и либо выигрываеть, либо проигрываетъ, 
т. е. получаеть положительпыя или отрицательныя выгоды. 

Въ процессЪ, гдЪ дЪйствуеть множественность прачилъ и происходить 
смфшен1е дЪйствьй, интересовъ и правъ, равная игра по риску бываетъ необ- 
ходимою мфрою для ликвидащй пли развязокъ н$фкоторыхъ гордевыхъ 
жизненыхь узловт, неразвязываемыхъ съ помощио лругихъ безспорныхь 
оснований. Въ обычномт правЪ этому способу рфшеная соотвфтетвуетъ жребй. 

Ипогда изъ ставокъ игры образуютъь преми, поощряющия ипобфдите- 
лей состязаюя въ общеполезномъ спорт$. 

Очевидно, равная цо риску, или безобидная игра есть такой оборотъ ин- 
тересовъ между игроками, выгода котораго для кажлаго игрока должна 
бытьравною нулю. СлЪдовательно, безобидная ира должна обладать сл»ь- 
дующимь свойством5: для каждазю изрока математическое ожидаще 
всевозможныхь (какз положительныхь, токз и отрицательныхь) не- 
совмтстимыхь прибылей оть иры должно равняться нулю. 


Равсиотримъ здфсь несколько задачъ объ играхъ. 

Задача 1. Пред началом парти роки А,, 4,,..., А» вНОГЯТЬ 
свой частныя ставки а, @,...., @,, 933 которытз составляется общая 
ставка М = а а, +... + а. Затьмь производится опытъь, кото- 
Рому свойственты несовмъетимыл веевозможныя события Е,, Е... .,В,, 
Е, ‚1. Если при этомз опыттъ произойдеть событае Е‚, 9% & == 7, 
то ссю общую ставку М получает» зпрокз 4,; если же при опытъ 
произойдет» событе Е„.:, то происходить розъирышз, т. е. каждый 
изрокз получает» обратно свою ставку. Найти условя, при которых 
эта изра безобидная или равная. 

Обозначивъ черезь д, ‚'р.,..., Р.Ю, +: вВфроятпости событй Е, , Е,,..., 
Е, Е, +1, разсмотримъ всевозможныл (положительныя, нулевыя и отри- 
пательныя) несовмфстимыя выгоды игрока А,. Если произойдетъ со- 
быте Ё,. то игрокь 4, получить прибыль М — &а,; если произойдетъ 
одно изъ событй Е,, №,,..., В. то игрокъ А получить отрацатель- 
ную выгоду—а,; наконець, если произойдетъь собыше Е„-.., то прибыль 
игрока .4, будеть равна нулю. Математическое ожидан1е всВхЪ этихъ 


выгодъ будеть: 
(М — а,) р, — а, (+В +... + В,). 
При соблюден!и начала безобидности будемъ имФть: 


(М — а) р, —а, (№ р... ы,) = 9, 
откуда 


ПримЪняя изложенныя разсужден1я къ выгодамъ игрока 4,, най- 
демъ вообще: 


Отсюда слфдуеть, что 
О 


т. е. разсматриваемая игра безобидна, если частныя ставки игроковъ про- 
порщюнальны вфроятностямъ для этихъ игроковъ выиграть общую ставку. 
Задача 2. 1//рефё началомь чары ирокь А платить ифоку В 
ставку а, затъмь изроке В производить опъте, которому свойственны 
несовмпстимыя ц всевозможныя событя Е, Ё....., Е„, причемь по 
окончании опыта изрок5 В платить шроку А одну изъ суммь а, а.,... а, 
смотря по тому, какое изз событ Е, Е,...., Е, при опыт 06у- 
щшествится. При какить условять шра эта безобидная или равная? 
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Математическое ожидане всевозможныхъ (положительныхъ ио трица- 
тельныхъ) прибылей для игрока ВБ будетъ: 


(4— а.) р, + (а — а,) р, +... + (а —а,) в,, 


гд р. Р:,..., р, суть вфроятности собыйй №, Е.,..., В,. Это ма- 
тематическое ожидане для безобидности игры должно равняться пулю, 
т. е. должно имфть силу услов!е: 


(а —а,) р, — (@ — а,) р. + ... а —а,) р, = 0; 
отсюда слфдуетъ, что 
а = ар, а,р, +... + а,р,. 


Къ роду игръ, разсмотр8нныхъ вЪ задач 2, принадлежать лотерейныл 
игры и игры въ штоссъ. 

Кром игръ, нообходимыхь какъ уравнительная м%®ра для ликвидаши, 
и игръ, спортивно полезныхъ, бываютъ игры азартныя, тлетворныя. 
Возьмемъ слЗдующий примфръ азарта. 

Задача 3. Два рока А ц В, имъя соотвътственно состояня, 
цьнимыл 68 М в т рублей, условились рать в5 равныя иры 90 
ттьхь порз, пока одинз изь нилё не вытраетв состоящя друюю. Опуе- 
дълить вороятность р тою, что изрокь А вышраетз состояше рока В. 

Указанныя въ задач игры можно разсматривать какъ одну сложную 
игру, въ результат которой игрокъ „4 полузаеть либо положительную 
прибыль т (если выиграетъ все состоян!е игрока В), либо отрицательную 
прибыль — М (если проиграеть все свое состояе игроку В). Матема- 
тическое ожидане всфхъ этихь прибылей игрока А представится такъ: 


тр — М (1 — р, 
причемъ на основаши начала равенства игры будемъ имЪть: 
тр — М (1 — 2) = 0. 


Отсюда искомая вЪфроятность того, что игрокъ .4 побёдитъ игрока ВБ, 


представится такъ: 
М 


Р = М+т: 
Подобнымъ образомъ вЪроятность противоположнаго события, т, е. того, 
что игрокъ В побфдить игрока А, представится такъ: 
п 
Т— Мм. 
Если сумма М велика сравнительно съ 72, то вфроятность р близка 
къ единицЪ, т. е почти достовфрно, что богатый игрокъ обыграеть въ 
указанной игр бъ$днаго. 


Очевидно, азартный игрокъ, т. е. алчно и при всякомъ удобвомъ 
случа играющий на большя для его состояюмя суммы, подобенъ выше- 
указанному бЪдному игроку, такъ какъ онъ имфеть своимъ противникомъ 
въ игрЪ несравненно болЪе богатое коллективное лицо (всЗхъ осталь- 
ныхь игроковъ, съ которыми онъ вступаеть въ борьбу). Поэтому азарт- 
ному игроку почти съ достовфрностью можно прецсказать гибель. Резуль- 
тать этотъ, указывающий на неблагоразуме азартныхъ игръ, совпадаетъ 
и съ твми правилами морали, которыя осуждаютъ страсть игры, какъ 
разжигающую алчность и другя низюя страсти. 


ГЛАВА У. 


Учене о грахикахъ взроятноетей веуммъ и ереднихъ 
величинЪ. Обобщен1е проетого закона больших чиеелъ. 
ЦДЛагнозъ уетойчивости и катаетрофальноети. Антиномя: 
свободная причинность или только необходимость? По- 
кровительетвенная такеолог!я. Панлогика. Пангеометря. 


8 18. Теорема Чебышева о среднихъь величинахъ. 


Основной методъ производящихь функщй Лапласа и Коши сдф- 
лалъ исчислен1е вфролтностей точною паукой, правильно подходящей 
къ вопросу объ усломяхь устойзивости такого м!ропорядка, гдф дВй- 
ствуетъ множество бытовыхъ независимыхъ причинныхъ факторовъ, про- 
изводящихъь плоды и ихъ издерживающихъ. Но приступиться къ этой 
наук для непосвященныхь было совершенно невозможно; даже и посвя- 
щенные затруднялись градуировать скалу относительной устойчивости 
альтернативныхъ итоговъ перемфиныхь величинъ и отмфчать на ней на- 
дежпыя куски и, наоборотъ, пункты ненадежпости и обрыва устойчивости. 

ИзслФдоватя Чебышева упростили дфло по главному вопросу, а 
именно по вопросу о скал устойчивости и объ обрывЪ устойчивости; 
они дали возможность отдВлить случай обрыва устойчивости отъ случа- 
евъ когда относительная устойчивость и регулярность (законом рность) 
берутъ силу, какъ это, напримфръ, имфеть место для альтернативныхъ 
итоговъ явленшй, разсматриваемыхъ закономъ большихъ чисель Пуассона. 
Основное элементарное учен1е предложено въ гешальномъ мемуар$ Че- 
бышева: «О среднихъ величинахъ». 

Чебышевъ основалъ выводъ своей теоремы на нзкоторыхъ элементар- 
ныхъ формулахъ, находящихся въ связи съ понятемъ о математическихъ 
ожиданяхъ, съ индуктивными уравненями $ 15 и съ слфдующими ка- 


ноническими обозначешями. Пусть предполагается произвести 2% опы- 
товъ О, О, О,..., О„ которые въ результатахъ дають соотвфтственно % . 


независимыхъ перемфнныхъ х, у, 2,..., м. Пусть будуть 
,, т, ® ® ® ® ь Я 
У» Уз ьу 8 
бах 0 
им, ...) о № 


частныя значен1я указанныхъ перемфнныхъ. Обозначимъ соотвфтственно 
чрезъ 


Р:: Р:, -.--, Ва 
Ч;:, 4». ‚ 4 
т! , Г., „71 
Н, 5; ,Эй 


вфроятности этихъ значенй. 

Вышеупомянутые т опытовъь назовемъ Чебытевскими оперзщями 
0, 0.,..., О.„, предполагая, что эти операщи составляютьъ часть не- 
ограниченнаго ряда операщй: 


бань ба 


Тогда число т можеть по велфн!ю какихь либо судебъ измФняться 
и неограниченно возрастать. Иначе говоря, можетъ разсматриваться такъ 
называемый уснанавливаюцийся процессъ (феноменъ), которому въ предл 
при т = со будеть соотв$тствовать установивнийся процессъ (ноуменъ). 

Совокупность простыхъ Чебытевскихъ операщй О,, О,,..., 0, на- 
зовемъ очазомз, или кооперацйей ®, или фермой этихъ операщй. Очагъ © 
можеть въ пространств данной территор!и опять повторяться, размно- 
жаться, образуя рядъ ©’, ©®",..., 9®,... Если явлевя большого числа 8 
этихъ очаговъ подвергаются статистическому наблюден1ю, то вышеука- 
занныя вёроялтности независимыхъ перемфнпыхъ т, у,... , & могутъ опре- 
дФляться эмпирически, какъ оправдываемыя & рг!ог1 теоремами Я. Бер- 
нулли н Пуассона статистическая частости явлешй ихъ различпыхъ значе- 
в. ЗамЪтивъ эту великую (по количеству наблюденй) индуктивную связь 
частостей и вфроятностей явлешя значешй перемнныхъ 2, у, ..., и, про- 
должимъ обозначешя, веобходимыя для формулирован!я теоремы Чебышева. 

Будемъ предполагать, что частныя значеня каждаго изъ указан- 
ныхъ перемфипыхъ, свойственнаго данному опыту, суть несовыфстимыя и 
всевозможныя, такъ что 


^=а и= у=7 = 


Ув=ь У О: а У ы=1 . о (1) 


0-е 


Кром того будемъ предполагать, что событля. которыми обусловли- 
ваются частныя значен1я одного перемфнняго, не зависять отъ событйй, 
обусловливающихъ частныя значешя всфхъ остальныхь перемзнныхъ. 
При такихъ услов1яхъ перем нныя 2, у, #,... называются независимыми; 
операщи или испытаня О,. О,, О,,... также называются независимыми. 

Математическая ожидан1я каждой изъ перемфнныхъ величипъ 


т, 9, &, С] . ® 9 # 
и математическ!я ожидан1я квадратовъ этихъ перем$нныхъ представятся 
соотвфтственно такъ: 


А—а ив У=у ое 
а = Ура, а, = Хе и = аа = № в, (2) 
в-1 и =-1 


\=7 ры - 


в—8 


-Увиь = у, = У, г 1..6. Жу4ьяЛь. (3) 
У=1 ®.=1 
Пусть Р (^, в, у..., ®) обозначаеть функщю величинъ 
Фо: Убе М Ма бе №. 


Условимся разумФть подъ символомъ 
ВР О, в %..., ©) 
многократпую сумму, распространенную на вс№ цфлыя значешя А оть 


1 до а, на веф пфлыя значешя {2 оть 1 до В, на всВ цфлыя значешя у 
отъ 1 до т, в т. д. и ваконецъь на всф цфлыя значеня « отъ | ДО :. 


Слфдовательно 
ие *=1 18 №=а 
ьл 1 
зРвь.... 5) = 91... 5 Я Ром... =) 
0—1 *=1 ВР А= 
причемъ порядокъ суммирован!я ЗЛЪСЬ можно измфнять по желан!10, ибо 


предфлы суммъ постоянны. 
Лемма. Если функшя Ё (А, в, %,..., &®) иметь видъ: 


Е (\ в, %,..., 9) = $ (0%) (68 ()...х (5), 
то вышеуказанная многократная сумма можеть быть представлена какъ 
произведеве простыхъ суммъ: 


5$ С Ф (№68 ()...х (6) = 


-[У $0) |. [№ (#)]. [У 6 (5) |... [Ух]. (4) 


Справедливость этой леммы легко обнаружить при помощи правила 
умножен!я многочленовъ, представляемыхъ суммами, стоящими во второй 


РЗ" 


части этого равенства. Въ самомъ дфлв, перемноживъ по извзстному пра- 
вилу эти многочлены, получимъ сумму, общий членъ которой будетъ: 
$ (№ $ +600)... х (@) 

и въ которой суммован!я по перемВннымъ Л, в, %,..., ® распространя- 
ются въ предвяахъь | ид, 1 и 3, Гифт... Г ив, т. е. получимъ 
сумму, стоящую въ первой части равенства (4). Лемма доказана. 

Исходя изъ общей формулы (4) и прибЪгая къ равенствамъ (1), (2) 
и (3), уб®ждаемся въ вфрности слвдующихъ тождествъ: 


ВО Е. Моему (5 


55 ‚р, 9». в —=а., 
Бу» а Чь... № =4,, 


Е РИН (6) 

Зи» р» дь... Е В | 
57) "Ро 9ь-..№=8,, 
Ву . » ... 1, =6 

‚ РА Ч риа В (7) 
Зи р Рь-..Ь=6,, 
3 9,12 9ь!,... Ь =а,, 
3:7 2, 0, Чь Г, ... [ь = @,@,, 
И. (8) 


Число равенствъ (8), очевидно, равно числу сочетанй изъ т элемен- 
товъ по два. 
Раземотримъ затфыъ сумму: 
$ (нуна +. нь Ша — а —... — а) Ч Г,.. в. 
Обозначивъ сумму а, а, +... — а», черезъ Ха, найдемъ: 
В (дул... + % — №)'р4,...= 
8 [Муни +... + м - (Фа) 
2 у, а... + 2 нь — 20 #4 
= 2,8, ... - 29, и, — 3, а 


— 2. Ха] в) Ч»... . 


ыы 6 


Пользуясь равенствами (5), (6), (7) и (8), мы найдемъ: 
8 (2% -Ну, На, +... \ — ЖЖ) р 9... = -Ь... +В + 
+ (№4)? —2а, 2 — 24, —... — 24а, Ха 24а, + 24а, +... = 
— 6 — (Ха)*-+- 2ала, + 29а а, +..., 
гдВ Х6 означаетъ сумму $, +8. +... 6.. 
Замфтивъ, что 
(;а)* = а," + а," а, +... + а’, -+ 24а, + 2а.а, +... , 
будемъ имфть тождество: 
8 (ду н-на-н... м, — №8)" ра... = 5 — Ха’, . (9) 
гдВ Ха’ =а, на’... + а. 
Очевидно, лфвая часть тождества (9) положительна; слфдовательно 
56 — Ха: > 0. 
Перейдемъ теперь къ выводу теоремы Чебышева. 
Раздфливъ обф части тождества (9) на В (5$ — Ха’), получимъ: 


(на +... и, — Ха)? 1 
ь _ В? (75—У) № Ч» .. ы 1, — В: . (10) 





Члены первой части этого равенства раздфлимъ на двЪ группы: къ пер- 
вой отнесемъ члепы, для которыхъ удовлетворяется неравенство: 


(д нуна... + — 
В* 56 — Ха’) 


ко второй отнесемъ члены, удовлетворяющие неравенству: 





ин ва о (11) 


(у -на, +... и, — У) 
80 - Уч?) == > 1 о ово оо (12) 


Отбросивъ въ первой части тождества (10) всф члены 1-й группы, 
мы полузимъ слфдующее неравенство: 
(м-н и — ЖЖ) 1 
5 У ы | ——_ В 4+... 1. < 5 
В? (%5 — Ха") В 
гдЪ подъ 8 разумется сумма, распространенная, только на члены второй 
группы. Замфнивъ въ каждомъ изъ членовъ этой суммы единицей величину 


(дну... и, — Ха)? 





— 62 — 


Произведене 2 4,...Ё, есть вфроятпость сложнаго событ!я, состоя- 
щаго изъ совпадешя слБдующихъ простыхъ событй: перемЗнныя т, у,...,$ 
пря ж предполагаемыхъ испытан1яхъ получать соотвзтственныя значен!я 
1, У, ..., Нь. Короче, произведене р 4»... Ё, можно назвать вЗроят- 
ностью системы значеншй 1, у,,..., и» разсматриваемыхъ перем нныхъ. 
Сумма же Зр4,...#, есть вёроятность того, что осуществится такая 
система значений У»... Мь, Которая удовлетворить неравенству (12). 
Обозначивъ эту вфроятность черезь ©. будемъ имЪть: 


О=Зда, ... №. 
Если Р выражаеть вфроятность противоположнаго событя, т. е. того, 


что будетъ имфть мфсто система величинъ 2), У,,..., Иь, Уудовлетво- 
ряющихъ неравенству (11), то предыдущее равенство получитъ видъ: 


1 Р=8 ра, ... ИР 
пречемъ неравенство (13) представится такъ: 


1 
В. 


СлЗдовательно, в®роятность Р осуществленя неравенства (11) заклю- 
чается въ предзлахъ: 


1 —Р< 


1>Р>1— Бе а) 


1 

В: . . С] С] 
Обратимся къ неравенству (11). ЗамЪчая, что корень квадратный изъ 

первой части этого неравенства по абсолютной величинЪ не превосхо- 

дить единицы, можемъ замфнить это неравенство сл$дующими неравен- 


ствами: В>0и 
Ни = У ... НИ — Ха 





— 1= ва. =+1 
ВИУб — Ха? : 
ИЛИ 
п 3 
— В 1/0 — оао + ан... +а, 
Ит т т 98 
Б УВ — Уд? 
=... т: 
Ут т 
Повторимъ, что Р есть вфроятность того, что система величинъ 
и } У», воз Мо удовлетворить ЭТИМЪ неравенствамъ, равносильнымъ не- 


равенству (11). 
Положивь т>0и В=т И, неравенства (15) и (14) можеть пред- 
ставить въ такой форм$: 
у, № а На +... На, — 


И ЭР 
тж. а ны — 





[А 


+=] 26 — 20° и Веб 


1> РР т-...::: с. (6) 


Неравенствами (16) и (16’), данными въ мемуарз Чебышева «О сред- 
нихь величинахъ», обосповывается теорема Чебышева, въ которой фигу- 
рируютъ средшя величины. 

Теорема Г (Чебышева). Лусть операции О,, 0,,..., О. соот- 
втъътетвенно прочзводятз независимыя перемтнныя величины т, у, 2,..., 
и. Въроятность Р, что величины эти удовдетворяютз неравенствамь 
(16), вседа должна удовлетворять неравенствамз (16’). 


Обобщене простого закона большихъ чивелъ. 


Пусть число  вышеупомяутыхь операщй О,, 0,,..., О„, наблю- 
даемыхъ въ природ$ или обществ, можетъ по данной программ$ воз- 
растать неограниченно. 

Установимтъ слфдующие термины. 

Перемюннымз средним» Е назовемъ среднее ариометическое отъ не- 


зависимыхъ перемфнныхъ 5, у,..., #; оно представится такъ: 
Е у... ив. 
> т т 
иначе: 
ха р 
а ар дон ОЕ РЕЕ 0 о 
т 


Постоляннымь среднимь, а также центральным: или начальнымь 
среднимь а назовемъ среднее отъ математическихь ожиданй перем$н- 
ныхь #, у,..., и, иначе отъ вфроятностныхъ среднихъ а, 4,,..., @л; 
оно выразится такъ: 

а а на +... а 
п и и 
т т 

Среднее зривметическое оть 7 разностей между независимыми пере- 
мзниными т, у,..., & и соотвфтственными математическими ожиданями 
а, 4.,..., а, назовемь перемъннымь среднимз отклоненемь оть пуля; 


оно выразится такъ; 


а в)... (19) 


Вакъ случайное количество, отклонеме Е — а отъ нуля можеть быть 
и ниже, и выше нуля. 


аа ВА. 


Среднее ариеметическое оть тж математическихъ ожиданй перемн- 
ныхъ количествъ (т — а,)?, (у— а.)*...., (#— а,)’ назовемъ среднею 
квадралтическою силою 9 отклоневя величины Е — а оть нуля; эта сила 
представится такъ: 

_ 6, — а," + (6, — ай +... + 6. — а) _ 8—9) . (20) 


9 п о 9% 


Влян!е этой силы сказывается въ неравенствахъ (16) и (16'), приводи- 
мых БЪ виду: , 
И <Ё—@а<-тУ9, 

оо 
тт? 

Чтобы получить съ помощю теоремы Чебышева обобщенный законъ 
большихт, чиселъ, нужно условиться считать за основной признакъ число- 
вой закономфрности явленя #—4« относительпую (приблизительную) до- 
стовфрность весьма малаго отклонев!я разности & — а оть нуля и досто- 
вфрное неограниченное приближен!е этой разности къ нулю при неогра- 
пиченномъ возрастании числа 7. 

Сила д отклонен!я разности < —@ отъ пуля будетъ совм$стима съ указан- 
нымъ сейчасъ основнымъ признакомъ закона большихъ чиселъ, если воз- 
можно выбрать, включенное въ перавенство (21) число т такъ, чтобы величины 


Ид и 1: (т. т) 
совмфстно были весьма малы и стремплись къ нулю при возрастании 
т до <>. Отсюда при вышеуказанныхъ обозначешяхъ слфдуетъ: 

Теорема П (обобщенный оперативный законъ большихъ чиселъ). 
Если величину т, влодящую в5 неравенства (21), возможно выбрать 
такз, чтобы количества т Уд и — были весьма малы и стреми- 
лись кз нулю при возрастании т 90 <>, то въроятность Р тозо, что 
абсолютная величина среднязо отклоненя Е — а отз нуля окажется 
весьма малымз количеством, не превосходящим: предьла т.Уд, будет 
боле 1— == в будет стремиться кь 1 (кз относительной достовтьр- 
ности) при возрастани т 90 ©. 

Выраженный теоремою П числовой законь назовемъ олеративнымь, 
такъ какь въ ней подразумфваются операши съ итожною дфятельно- 
стю УЁ, результатомъ коей является перемфнизя средняя величина & 
(или плодъ, или способность, сила и пр., или экономическое благо). 

Предположешя теоремы П при конечном большомъ т осуществимы 
въ опытль. Вообще они осуществимы тогда, когда при всЪхъ значенахъ 
неограниченно воярастающаго числа т имЪфеть силу услове: 


р = 


1 
‘<ъ5, еее я + (22) 


— 65 — 


гдф числовой порядокъ с’выводится изъ уравненя: т —=Уд. Въ са- 
момъ ДФлЪЬ при услови (22) можемъ количество т выбрать такъ: 


] 
а ‘<<.’ ов ь . (23) 


При этомъ осуществятся всф предположен1я теоремы П, такъ какъ бу- 
демъ имфть стремяпияся къ нулю количества: 
| 


реа _в — тп -—?у. 
9 т 


тИд =ж-“-9% и 


Чтобы представить себВ весьма распространенныя въ практикЪ об- 
стоятельства, при которыхъ всф предположешя теоремы П сама собою 
выполняются, вообразимъ, что математичесмя ожидашя а, а,, а,,... пе- 
ремфнныхъ т, у, 2,... и математичесюя ожидашя 0,, 8,, 68.,... квад- 
ратовъ твхъ же перем$нныхъ конечныя (что осуществляется само собою, 
если вс зпачен1я перемфнныхъ х, у, 2,... конечпыя). При этомъ, 
каково бы ни было число т, величины: | 


> а’ 56 %(6— а?) 
7, ‚И 9 или — -. 
2 т 77 И 





какъ средшя ариометическ!я отъ конечныхь количествъ, также будуть 
конечными волитинами. Изъ этого мы заключаемъ, что число с, выво- 
димое изъ уравпеня: 92° = Уд, будеть весьма иалымъ, стремящимся къ 
нулю при возрастании 9; т. е. условя (23) и (22), при которыхъ оправдыва- 
ются ве прелиоложен!я теоремы П, будутъ осуществляться для большого 
конечнаго 72%, а мысленно (т. е. вн опыта) и въ предфлЁ при т = с. 

При подобиыхь обстоятельствахъ и при опредЗленной программВ 
развивающейся дфятельности теорема Чебышева обосновываетъ, па почвв 
теор!и среднихъ и на почвф приблизительной досговЪрности, устойчивость 
перем ннаго средняго явлен1я $ и соотвЪтствующе устойчивые бюджеты 
и достаточные резервы. блологическе, хозяйственно производственвые и 
бапкирсые, когда обсуждаемое дВло касается большой совокупности 
дфятельностей и пезависимыхъ перем$нпыхъ явленй. Р$чь же о неустой- 
чиности будетъ ниже. 


$ 19. Пунктирная дГаграмма вЪфроятности итога, обсуждаемаго въ 

теоремь Чебышева. Особые случаи въ отношенм нъ итогамъ, имбю- 

щимъ нормальную даграмму. Отношен!е графической закономфрности 
къ числовой закономфрности. 


ИзелЪдуя явленю, трактуемое въ теорем Чебышева (5 18), нужно 
разсматривать скалу итога ® перемфнныхъ 5, у,..., и и связь вфроят- 
ности каждаго значен1я итога я съ пунктами скалы. Эта связь характе- 
ризуется дмаграммой, представляющей вфроятность АР, „ того, что сумма 


П. Нежраеовъ. 5 


х+у-...-- и получить то или другое дённое значете 2. Эта в?- 
роятность, какъ функщя перемфннаго #, можетъ быть представлена на 
плоскости прямоугольныхъ координать # и В геометрическамъ мЪстомъ, 
опредфляемымъ помощю уравненя: 

| ВОР: о К а Ба 

Если эта фигура не умЗщается на чертеж или становится при 
весьма болыпомъ 2 не отчетливою, то ее можно проявлять при помощи 
подбора графическихь модулей Си С, (см. нмпу книгу: «Теорля взро- 
ятностей». Изд. 2). 

Даграмма взроятности АР„.„ цфнится статистиками, ибо она, какъ 
теоретически обоснованная точная форма (графическая законом$рность), 
сближается съ дЬйствительностю при помощи системы инлуктивныхь 
уравнен1й по плану, указанному въ $} 15. 

Эта д1аграима деформируется при возрастании 2 до со. Она болыпею 
частю представляетъ пунктирную линю. Но въ пормальныхъ обстоя- 
тельствахь ее можно бываеть иптерполировать, т, в. замфплть прибли- 
жениою аналитическою кривою. Эту аналитическую кривую мы назы- 
ваемъ пормальною даграммой сложнаго явлевя. 

Однако же иногда точная пунктирная д1аграмма отклоняется далеко 
отъ упомянутой сейчасъ аналитической кривой, которая въ такомъ случа 
перестаеть приблизительно представлять функщю АР„„. Если имфемъ 
дЪло съ подобнымь обстоятельствомъ, то этого рода случай будемъ вообще 
называть особымь случаемъ въ отношеши къ графикамъ вфроятлостей 
итоговъ, имфющимь пормальную даграмму. 

Эти особые случаи подраздВляются на пфсколько категорий. 

Иногда посл$довательныя точки пунктирной д1аграммы, будучи сое- 
динены прямыми, образують ломанную, осложненную зигзагами, 

Къ такому пунктиру вовсе пеудобно прилагать иптерполирование 
помощю апалитической нормальной формулы. Эту категорю графиковъ 
назовемт, особыми перваго рода. Эти случая бывають въ смежпости съ 
случаями, имфющими нормальную длаграмму (напримЗръ, съ даграммой 
явлен!, разсыатриваемыхь въ теорем8 Пуассона и ея частномъ случаф, 
трактуемомъ въ теорем$ Я, Бернулли). 

Даграмыа уравненмя (24) даетъь возможность графически опредЪлять 
выгоду АМ, игрока класса А при обычпой ставкВ на выходъ разности 
2 — Ха, ибо эта выгода оцфнивается такъ: 

АМ = (9—2) АР еее 94) 

Выясняя отношев1е обозначешя АР„,„ къ теорем Чебышева, пред- 
положимъ, что Р (4, В) означзеть вфроятность того, что будуть имфть 
силу неравенства: 

Ад ну а +... и—а—&а—... а, =6В.. (25) 


а: а 


По теорем® сложешя будемъ имфть: 
® 
Р(А, В) = У АР и. ны, : < (96) 


к 
гд$ сумма > распространяется на всф значен1я перемфвныхЪ #;, у, 2,..., и, 
удовлетворяюпия неразенствамъ (25). Эту сумму назовемъ интеральною 


вфроятностью. 
Гели положимЪ: 
р — а +в, — а +... +6, — а 
Ре ро. 1 нь Ра том ыы 7 
В=*|] т ‹ МЧС В, . (27°) 
то будемъ имЗть: РЕРАВ....... . (98) 


гдВ Р есть та вЪроятность, которая трактуется въ теорем Чебышева. 

Теорема Чебышева характеризуетъ интегральную вфроятность Р (А, В) 
и помогаеть открывать числовыл закопомфрности; а зрафическая законо- 
мърности, представляемая шаграммой уравнешя (24), опредфяяетъь диф- 
ференщальную в]юлтность АР„,„, какъ функщю альтернативпаго итога 
п, и оцфинвасть рискъ ставки на выходъ каждаго изъ возможныхт зна- 
ченшй п. 'Термипы: «числовая закономфрность» и «графическая закопо- 
ыфрность» дополняютъ другъ друга и обозначаттъ различныя понятИя, 

Если бы графическая закономфрность была дана, то изъ нея инте- 
гращей легко получилось бы выражеше Р (А. В), потомъ подтвержде- 
н1с теоремъ Ги П. Эта закономфрпость полифе измфряетъ случайности, 
но получается болфе сложною вычислительною работою. 


8 20. Парадоксальныя положеня и неустойчивость итога. Аналити- 
ческий дтагнозъ; жертвы парадоксовъ. Модуль М устойчивости. 


Обобщенный закопъ большихъ чиселъ, даваемый теоремою П, 8 18, 
имфетъ лишь относительную прочность, которая иногда обрывается; при 
этомъ вышеуказанный осповной признакъ числовой закономфрности дол- 
женъ терять силу. 

Случаи этого обрыва назовемъ яарадоксальными и притомъ сильными 
въ отлие отъ слабыхь или тихихл, парадоксальныхь случаевъ, обуслов- 
ливаемыхъ отдЪльно пезамЪтными, но безчисленными пертурбащями и 
погрёшностями, одпакоже въ итогВ опаслыми. 

Сильные парадоксальные надрывы бываютъ тогда, когда указанная 
въ & 18 средняя квадратическая сила у отклопеня разности & — а отъ 
пуля имфеть слишкомъ высок числовой яоркдокз 2, опредфляемый пзъ 
уравнен1я: 9 = 7. 

Крайше парадоксальные казусы илл ультрапарадоксы соотвфтствують 
предположению, что выведенная изъ уравнешя 72° = Ид величина в стре- 


МИТСЯ КЪ <> При возрасташи т до ©. 
Б* 


3. 


Менфе р%зюе парадоксальные случаи имфютъ м$сто тогда, когда этоть 
числовой порядокъь < при всфхъ значешяхь ноограниченно возрастаю- 


щаго числа э# удовлетворяеть неравенству: = и сохраняетъ кочечное 
значене. Учрежденя осмотрительности вызываются къ жизни парадоксами. 

Ве парадоксальные случаи *) подраздфлимъ на дв категорш: 1-ую 
и 2-ую, смотря по тому, стремится ли итогь Ха ожидашй а,, @.,..., @т 
при пеограниченномъ возрасташи т къ безконечности или же нфтъ. 

Примфръ парадоксовъ и катастрофальпыхъ положешй разсмотримъ 
ниже (см. 5 22), по распространении теоремы Чебышева на цфпи испы- 
тан1й съ зависимыми перемфнными х, 4,.... 1. 

Аналитический д'алнозь, проникающй опросами (анкетами) и наблю- 
денями, вообще эвристическимъ методомъ & 18, въ дфятельность наибо- 
лфе мелкихъ операшй съ цфлями математическаго анализа устойчивости 
а, наоборотъ, возможпости обрывовъ п катаклизмовъ, представляетъ важ- 
ную часть изслфдованя числовыхъ и графическихь закономфрностей 
природы и общественной культуры. 

Парадоксальности иногда разр8шаются при помощи именно мелкихъ 
операщй, т. е. съ помощю возможнаго аналитическаго расчленешя круп- 
ныхъ операшй на мелюя въ ихъ сосуществовани. Такъ, отдфльныя опе- 
рацш О, 0О.,..., О„ иногда сами могуть быть осложнепнными, состоя изъ 
болфе простыхъ (элемептарпыхъ) мелкихъ операшй о,, 0,, 0,,... Пусть 


0, = (0,0,...0), #=1, 9... .... (99) 


Число т’ мелкихъ (элементарныхъ) операшй, содержащихся въ со- 
ставф крупныхъ операщй О,, О,,...,О„, будетъ: 


т — $, НН... и... . (29) 


При этомъ разложеши каждое изъ перемфнныхъ х, у,..., и, произ- 
водимыхъ операщями (©,, О,,..., О», явится итогомъ соотв$тственныхъь 
перем нныхъ ев,, Е,, &,,..., Производимыхъ операщями о0,, 0., 0.,..., 
вошедшими въ соотвфтствующую изъ крупныхъ операщй 0. 

При такомъ углубленномъ анализЗ операцщй и ихъ продуктовъ выше- 
приведенныя теоремы Ги ПШ 8 21 приложатся къ т’ операшямъ, домо- 
гающимся явлевя я =х-н... м, и угроза парадоксальнаго курса, если 
онъ, казалось, имфетъ мзсто, можетъ разложиться съ помощю мелкихъ силъ. 


*) Подобныхъ порадоксальностей не представляотъ 'обсужден1е итога яваев!Й, 
разсматриваемыхъ въ теоремахъ Я. Бернулли и Пуассона; поэтому законъ боль- 
шихъ чвоелъ въ формахъ Я. Берпулли и Пуассона считается въ статистикЪ своего 
рода краеугольнымт камнемъ. Но при этомъ не вырабатывается понятйя о бурной 
неустойчивости итога въ менфе элементарныхь случаяхъ, которая слагается изъ 
легкихъ, во безчисленныхъь изъяновъ устойчивости помянутаго кравугольнаго 
камна статястиковъ, 


Но если сами операщи О, О,,..., О. суть элементарныя, то это 
углублен!е уже не возможно. Гели при этомъ имЪфетъ мЪфето не законо- 
мфрность, а парадоксальность, то она тутъ зависить уже оть существен- 
ныхъ обстоятельствъ въ условяхъ и корняхъ (естествепныхъ причинахъ) 
процесса; она пе разсфется въ прахъ никакими истолковатями; тутт, 
настпупаетз конфузь ллики А «трель законовз» (см. $ 15), которой 
до сихъ поръ мы строго подчипяли пати выводы. 

Парадоксальные случаи этого рода надо распознавать и выключат: 
или же парализовать въ ихь корняхъ или естественныхъ причинахъ. 
вводя гарант (жертвы) противъ нихъ и сопротивлешя, борьбою осла- 
бляюция дфйстве отрицательныхъ причинъ. 

Страховой резервъ противъ кризисовъ или парадоксальныхъ положе- 


НЙ, соображаемый съ помощио тисла 


О = Уд = т... ..... 30 


или числоваго порядка ©, при > дорогъ и тфмъ дороже, чфмъ боле в: 
при с = -Н <> (въ случаВ ультрапарадокса) онъ безконечно дорогъ. На- 
противъ, при “< о страховой резервъ, также полезный и даже нужный 
(въ виду относительности этой устойчивости), детевъ и тёмъ детевле. 
1ч$мъ менфе о. При с = — < страховой резервъ пичего не стоитъ; 2/2 
устойчивость итожтыио явленая п абсолютно непоколебимая, совершенно 
прочная, энвердая. 

Скала в зрадуируетз устойчивость итога # и опредЪляется скалою (©. 
а 0’ —= 9. Благодаря неравенствамъ (23) и равенствамъ (31), скалы с и у, 
@и т подраздфляются на части. Скалы с и у разсЪкаются каждая па двъ 
части числомъ о скалы @ и т разсфкаются каждая на дв части чи- 


слами Ут и Иж"; скала итога я дзлится па двЪ части пучктомъ Уд. 
Скалы эти получаютъ значене важныхъ номографическихь элементовъ, 
помогающих орментироватьсл въ наличности либо относительной устой- 
чивости средней величины &, или я: 0, либо обрывовъ этой устойчивости 
и обсуждаемой оперативной числовой законом рности. 

Устойчивость во многихъ случаяхъ дается дорогою цфною, а не да- 
ромъ. Въ составъ сложной операши приходится па практик вводить 
зараниизи устойчивости, о чемъ рфчь будетъь ниже. При недостаткф устой- 
чивости нужна раскладка тяжести сопротивлен!я причинамъ неустойчи- 
вости и относительности. Исчислен!е вфроятностей АР», „ туть необходимо 
при правильной раскладкЪ этого со!ротивленя. Тутъ же вступаетъ въ 
силу жертва, организованная взаимная поддержка и нормативные законы 
(нравственные и гражданске), опредЗляюще частный долгъ. 

Пограничный пупкть области парадоксальныхь положений соотвЪт- 


ствуеть переходному случаю, когда в —= — *); отнесемъ и этотъ случай 
къ сомпительнымь, нуждающимся въ интерпретаци и другихъ мфрахъ. 

Статистики пользуются мёриломъ М устойчивости, которое называется 
статистическимъ модулемъ устойчивости итога массовыхъ явлеп!й. Вели- 
чину М = ОУ? :т = И29д: т будемъ считать статистическямъ моду- 
лемт **) устойчивости итога ® перемфаныхъ 2, у,....и или же ихъ 
средней величины 6. 

Относительная устойчивость переходить въ абсолютную при 44 = 0; 
устойчивость дфластся призрачною или парадоксальною при М=2. 


$ 21. Интегральное выражене, представляющее вфроятность АР, „ 

перемфннаго *. Ея производящая функщя. Распространене теоремы 

Чебышева на итогь перемфнныхъ величинъ, час|пю зависимыхъ, 
частю независимыхъ другъ отъ друга. 


Т. Вернемся къ обозначенямтъ 85 18 и 19 в обобщимъ ихъ. Предполо- 
жимъ, что перемфиныя х, у, 2, ..., # могутъь быть какъ независимыми 
такъ и зависимыми; обозначимъ чрезъ АР„„ вфроятность того, что бу- 
деть имфть силу равенство: 

я-ну-н.. ны... (1) 

Обозначимъ чрезъ Ё' ($) женератрису (производящую функцию) вф- 

роятности АР, „ перемфннаго я, т. е. будемъ полагать: 


НО > АР Ри ское о 


гдф сумма >, распространяется на всЪ возможпыл значешя итога п 
2 


перем$нныхъ 5, у.... 9; и я” суть наименьшее и наибольшее 
изъ всзхъ значен1й я. Эти значен1я, записанныя въ строгу (3) (и въ графу 


соотв. таблицы), въ возрастающемъ порздк, пусть будуть: 
д В Ме ПН Е а . (3) 
ПЬЕТ И Я = Я". 
Если й есть общая наибольпая мфра всфхь возможныхъ разностей 
я, — п, т0, какъ доказывается съ помощю равенства (2), будемъ имЪть: 


’ 


т 
1 ре ео 
АР», = = Р ($. 6-1). (0.6 У—!)-я 40,.. . . (4) 





*) При классификащи нь основам сложныхь признаковь неизбЬжиим дву- 
смысленпые переходные случаи. Такъ б1опоги становились въ затруднительное по- 
лонен{е, когда въ Австралли были найдевы животныя, которыхъ по признакам 
можно было причислить и къ итяцамъ и къ зв$ряыть, 

**) Ср. выше, $8 10, и ср. 4. А, Чуров: Очерки по теор: статистики. Изда- 
н1е 2-е, стр. 262. С.-Петербургь, 1911 г. 


ГДВ РЕ 4 
Иена По 


По поводу производящей функщи Р (5) слЁдуетъь замфтить лемму: 
Лемма Г. Положим: 


Ф (и) = $, (2).0, (4)... $. (%),. .. . о. (5) 
гдз Ф, (9), ф, ($), ..., Ф, (9) суть женератрисы въроятностей зна- 
чена перемпнныхь т, у,..., и т. е. 


мы 


и—В 
$, (в) = У, р, $, (©) = Уре», 9, (0) = У . . (6) 
= 1 


#—1 = 


Если т, у, ..., 4 суть независнмыя перемтнныя величины, то будем 
илиьть тождественно: 

= Ф (0) зао а 0 
вз противном случаь функии Е (5) и Ф (+) будуть различными. 

Доказывая эту лемму, нужно разложить произведеше 

Фи (9). $. (6%)... = (9) 
по восходящимъ степенямъ я» параметра и, предполагая, что вторыя 
части равепствъ (6) также представляютъ разложен1я по восходящимъ 
степенямъ +. 

При этомъ съ помощью элементарнаго правила умноженя полино- 
мовъ (6) и посредствомъ теоремь умноженя и сложентя вЪроятностей 
УубЪждаемся, что коэффищенты этого разложеня представятся вфролтно- 
стями АР, т. ©. разложеше это совпадетъ со второю застью равен- 
ства (2), если только перемфнныя т, у,..., # пезависимыя; тождество (7) 
этимъ оправдано. Вторая же половипа вышеприведенной леммы, отри- 
цающая тождество (7), очевидна сама собою. 

Доказанная лемма и формула (4) играютъ важную роль въ исчислен1и 
вфроятности АР, „ и въ построеши ея д1аграммы по плану 8 19, а также 
въ составлен1и системъ ипдуктивныхъ уравненй, затронутыхъ въ $ 15. 

П. Распространимъ теперь теорему Чебышева о средпихъ величинахъ 
(см. $ 18) па случай итога п, представляющаго см№сь зависимыхъ и 
независимыхъ перемфиныхъ величинъ 

#, у в, и. Ш. 

Теорема Чебышева ($ 18) сохраняеть полную силу для случая, когда 
т — 1, т. е. для случая одного только перемфннаго *. При этомъ она 
можетъ быть продиктована въ видф слфдующей леммы. 

Лемма П. Дусть п, и 4 представляютз математичесяя ожи- 
дазяя величин п и (п— п,)'. Впроятность Р тою, что будут имютз 
силу неравенства: 

—#.Иб=я—ип=-+Е.УФЩ, 


ОЕ ла 


должна при произвольном: положительном» чисать $ удовлетворять не 
равенствамз: 


1 
1=Р>1— в. 


При этомъ съ помощью жеператрисы Ё(%) и ея разложешя (2) 
находимъ: 


п, = Е ()иб=ж.9 (1), ........ (8) 
ГДЗ 
а 4! ($) ы 
ии ро с В се ее В . (8') 
Иначе ту же величину @ можно опредфлить такъ: 
4" {Е (е’) “| 
[ее =... 
р в=о0 ) 


Исходя изъ леммы П и принимая во вниман!е равенство (1), можемъ 
высказать слёдующую теорему о среднихъ величинахъ. 

Теорема Т. Нусть т есть произвольное положительное число. Если 
п, есть математическое ожиданзе итоа зависимыхь и независимыхть 
перемюнныта величинё 5. у, 2,..., и, производимыль соотвьтственно 
омеращями: О’, О’,,..., О’, и если т. 9 (1) есть математическое 


ожидаще величины 
(дну-на-... + и — м), 


в } 


то впроятность Р неравенство: 


— ужа... вн т С | 

— тИЯ (1) < | Пи <—1И9(0 . . (9) 
должна удовлетворять неравенствамз: 

| ] р 

1 > Р и. 1 — тт? Г Г] . , . ` . ® . м (9 ) 


Эта, теорема представляетъ собою распространеше доказанной въ $ 18 
теоремы Чебышева; ибо величины т, и, ..., и Могутъ быть въ разема- 
триваемомъ случаф пе вполнЪ независимыми. Ёсли же всЪ он попарно 
независимы, то получается теорема Чебышева, выведенная въ $ 18 для 
независимыхъ перемфнныхт. 

Формула (4) и, съ другой стороны, вышеприведенная теорема пока- 
зываютъ, что пр1емы и теоремы исчисленшя вфроятностей итоговъ имфютъь 
такую высокую общность, которая объединяетъ случаи какъ независимыхъ 
перем$нныхъ, такъ и смфси зависимыхь и независимыхъ перемфнныхъ 
ДМ в чьей. 

Но случай независимыхъ перем нлыхл выдфляется въ виду его принди- 
шальнаго значеня (онъ разъясняеть антиномйю Канта: свободная причин- 
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ность или, напротивъ, только’ необходимость? см. $ 7), а также и 
въ виду простоты констатированя естественныхь условй независимости 
причинъ явлешй и независимости величинъ, сопутствующехъ явлен{ямъ. 
Простота же соотвфтствующей теор1и при этомъ обусловливается существо- 
ванемъ тождества, (7). 


Обобщенный законъ большихъ чиселъ при обсуждени смеси независимыхъ 
и зависимыхь перемнныхь зеличинъ. Парадоксальные случаи. 


Предположимъ, что частю везависимыя, частпо зависимыя величины 
х, у, 2, ..., и являются продуктомъ дфятоельности соотвфтствующихъ 
операщй О*,, О',, О'.,..., О, и что операщи эти могутъ черпаться изъ 
природы или изъ свойствъ человЪка въ неограниченномъ количеств®, 
т. е. число т въ устанавливающейся сложной операщи (О’, О’.... О’.) 
можеть возрастать неограниченно. 


Полагая 
п Дуже... +8 ,  Р(1, 
п иа=н=- о, .., (10) 
т т 7 т 


примемъ (какъ въ $ 18) за основной признакь закона большихъ чисель 
обосновате достовфрности предположеня, что разность & — @ при боль- 
шомъ т колеблется въ очень узкихъ предфлахъь около нуля и стремится 
къ нулю въ предфлЪ при возрасташи 7 дос. 

Если примемъ этотъ основной признакъ и булемъ исходить изъ теоремы Г, 
то обобщенный законъ большихъ чиселъ, распространеппый на случай 
смфси независимыхъ и зависимыхъ перем8нныхъ, можемъ продиктовать 
въ форм слфдующей теоремы: 

Теорема П. Если величину т, указанную в5 теоремть 1, возможно 
выбрать такз, чтобы количества т Уч (1) и т были весьма малы и 
стремились кз нулю при возрастании т 00 со, зто въроятность Р тою, 


по абсолютная величина разности Е — {4 окажется весьма мазымё 
1 


количествомь, не превосходящимь предила т У9(1),будетз болье 1 — и 
и будеть стремиться ко 1 (кз достовърности) при возрастани т 00 со. 
Введемъ обозначетия: 

9=У 9) = =. 
Порядокъ а числа @} можеть градуиревать устойчивость средней вели- 
чины &. Изъ разсмотрфтя неравенствъ (9) и (9’) легко убЪдиться, что 
уеловя теоремы П осуществляются, если при всфхъ значенихь возра- 
стающаго числа % имЪетъ силу неравепство: 


1 
< 5 


25 4.2: 


Въ самомъ дл при этомъ можемъ положить: 


и величины т У/’9(1) = ж-“-9 и 1: (2?) = ж-@-^) будуть стремиться. 
къ нулю при возрастании т до с>. При этомъ устойчивость явлевя 
будетъ высока. 

Напротивъ, если при всфхъ значешяхь возрастающаго числа т бу- 


деть имфть силу неравенство: 
] 


в = 5 . 
то условя теоремы П опрокинутся, каковой случай, несовмзстимый съ 
основнымъ признакомъ закона большихъ чиселъ, назовемъ парадоксаль- 
нымтъ и при томъ сильнымъ. Устойчивость явлен1я Ё при этомъ окажется 
призрачною. 

Ультрапарадоксальный случай пусть имфеть м$сто тогда, когда поря- 
докъ с весьма великъ и стремится къ со при возрастан!и 9 до со. Ультра- 
парадоксъ яервой категории при этомъ пусть соотв®тствуеть предфльному 
равенству (1) = сз При т = с>; ультрапарадоксъ второй категори 
пусть соотвфтетвуетъь величинф Ё"(1), не выходящей изъ конечныхъ пре- 
дфловъ при возрастати 7 до со. 

Термины эти апалогичны тёмъ, кои установлены въ 5$ 20 для пара- 
доксальныхъ надрывовъ въ случаВ независимыхъ перем$нныхъ; но при 
обсужденш устойчивости итога ® зависимыхъ перемфнныхъ диагнозъ па- 
радоксальныхъ случаевъ имфеть нфкоторыя особенности. 

Примфры парадоксальныхъ и даже ультрапарадоксальныхь заданй 
для случая зависпмыхъ перемфнныхъ извфстны. Сюда принадлежить 
знаменитый Петербургсый парадоксъ, изелёдованный Д. Бервулли и 
приводимый ниже. 

При общей сложности явлешй длагнозъ устойчивости ихъ итоговъ 
п, наобороть, дагнозъ ея обрыва или наличности катастрофальнаго по- 
ложен1я довершаются съ помощью наблюден1я и статистики. Но нужно 
установить & рог! м$ры, понят!я, скалы, числовыя нормы и оперативные 
и матеральные заклады устойчивости, методологю и классификашю. 


Отношен!е свободной причинноети къ необходимости. 


Классификашя парадоксовъ для случая зависимыхъ перомфнныхъ 
представляеть аналогическую параллель указанной въ $ 20 классифика- 
щи, соотвфтствующей случаю независимыхъ перемнныхъь и имБющей 
принцишальную важность въ качествВ основной концепци теори взроят- 
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ностей. 06$ эти аналогически параллельныя классификации даже слива- 
ются (образуютъ инволюцию), когда зависимыя послВдовательныя оперз- 
щи О’,, О'.,... О’, какою-либо реформою преобразуются въ неза висимыя. 

Если учитывать величины зависимости явлешй другь оть друга съ 
помопю мЗры др, указанной въ 55 Ти 26, то можемъ разсматривать слу- 
чаи болфе и менфе сильпой или слабой зависимости перемфнныхъ другъ 
оть друга или отъ данной послёдовательности испытав й О", О,,...., 0’. 
Всф случаи, травктуемые въ теоремахъ Ги ЦП, являются промежуточными 
относительно крайнихъ случаевъ: 1) полной зависимости послфдователь- 
ныхь испытанй и 2) независимости послфдовательныхъ испытан1й другъ 
оть друга и независимости даваемыхъ ими перем$няыхъ величияъ. 

Поэтому въ смЪшанныхь формулахъ практики и при открыт эмпи- 
рическах» законовъ естественно брать за точки опоры для мысли два край- 
нихъ порядка: съ одной стороны, порядокъ вполн$ независимыхъ испытан1й 
дающий въ результатф своего дфйствя пезависимыя величины и вфроят- 
ности ихъ итога, учитываемые по теорем$ Чебышева (8 18) и съ помо- 
пию ихъ д1аграммы ($ 19), и, съ другой стороны, брать за опорную 
почву мышленя порядокъ полной (крфпостной) зависимости (неразрыв- 
ной прачинной связи) послфдовательныхъ испытавшй, опять обусловливаю- 
ш/й возможность получать достовфрпость. Это—крайн!е полюсы кант!ан- 
ской антипом!и: свобода или необходимость? Что же касается порядка, 
соотв5тствующаго невполнф зависимымъ и певполнф независимымъ аспы- 
танямъ, то его можно обсуждать какъ равнодъиствующую и того, и 
другого крайняго порядка чистыхъ суждеюй (т. е. & ргог!) и испытав. 
Онз, какъ въ случаЪ параллелограмиа силъ, можеть быть ближе къ одному 
порядку и дальше отъ другаго порядка. 

Выражен!е закона большихъ зиселъ совершенно преобразуется тогда, 
когда какою-либо реформою свободныя связи замфияются связями 
неразрывными. Тогда посл реформы получается процессъ, твердо- 
предопредьленный, какъ движене планетъь въ Ньютованской механик$. 

Законъ болыпихь чисель въ классической форм теоремъ Я. Бер- 
вулли, Пуассона и Чебышева, напротавъ, трактуетъ радъ или группу не- 
зависимых испыташй О,, О,, 0....., приводящихъ соотвьфтственно къ 
ряду и итогу независимыхъ величинъ 1, у, 2,... 

Случаи послфдовательныхь не вполн8 независимыхь испыташй О’, 
О„, О,,..., О’ мыслимы для какого-либо очага дфятельности лишь 
при существован!и группы независимыхъ операщй О,, О. О,,..., О, въ 
другомъ разрёз5 той же сазой разсматриваемой дфятельности, — иначе 
говоря, при наличности въ данномъ очаг или кондомн!ум$ множествен- 
ности независимыхъ въ свои моменты (изолированныхъ въ себф, непри- 
косновенныхъ) дЪйствующихь индивидуальныхъ причину, 
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Невозможно пересказать всфхъ видовъ нерзшительной зависимости 
въ рядахъ посл®довательныхь опытовъ. Въ турнирахъ, напримёръ, шах- 
матной игры мыслимы милжоны способовъ состязаня между двумя сто- 
ронами игроковъ; и мног!е ходы, ведутие къ побфдамъ, совершаются игро- 
ками по обстоятельствамъ момента и вдохновеню во время самой игры. 
То же бываетъь на войнЪ, въ торговой битвз, въ судебномъ состязании, 
въ борьбф съ природой. Теормя въ подобныхъ случаяхъ можетъ либо съ 
помощью метода производящихъ фувкщЙ трактовать обще метологическе 
вопросы; либо она можетъ ставить такой вопросъ: при какихъ упрощен- 
ныхъ задан1яхъ нерзшительной зависимости явленй въ рядВ послЪдова- 
тельныхь испытан! О,’ О„', О,,... возможно установить законъ боль- 
шихъ чиселъ, зналогичесвй классической его формф. 

РЬшен!е второго вопроса разработано съ числовой стороны въ трудахъ 
Н. Втинз* и А. А. Маркова **); методологическая же ***) общая основ- 
ная сторона того же вопроса разбирается въ моихъ трудахъ. 


$ 22. Петербургсвй парадоксъ. Нравственное ожидане, какъ покро- 
вительственная эвристическая таксологичесная формула, соотвЪт- 
ствующая выходу изъ кризисовъ-парадоксовъ первой категор!и. 


Г. Изъ числа сильныхъ парадоксовъ, обнаруживающихь недостатокъ 
логики 4 «трехъ законовъ», приведемъ классический примВръ, извфстный 
подъ именемъ Петербургской задачи или Петербургскаго парадокса. Ивсл$- 
дован1е этого вопроса привело къ пересмотру и дополненю эвристиче- 
скихъ формулъ, рёшающихъ таксологическую проблему политической эко- 
номши, уже затропутую въ $ 16. 

Изложимъ эту задачу словами академика В. Я. Буняковсказо (см. 
«Основан!я математической теори вфроятностей»), согласуя изложене 
съ вышеуказанными скалярными мФрами устойчивости. 


*) Н. Вгипё: 1) «УваЬтасВештИеВКоНвгесьиопя под КоЙекНутазерге». Гора, 
1906; 2) «Пазв @гиррепвевета #т гаРАШве Егебп1в5е» (АБ\ао@]апееп Чог тобета- 
вен — руз15сБеп К]азве Чег КбшеНов Васлевероп Сове]Лвсла Чег \/ 188 опасВа еп 
Ваз@ ХХГХ, Герас, 1906). 

**) д. Л. Марковь: 1) Распространен! закона большихь чиселуъь па величины, 
зависяцИя другъ оть друга. (Изв№ст!я Физико-Матем. Общества при Казанск. Уни- 
верситеть, 2-я сер., т. ХУ, № 4. 1907); 3) ИзслЪдован!е замфчательнаго случая за- 
висимыхъ испытан. (ИзвсЧя Имп. Академи Наукь. 1907); 3) О нВкоторыхъ слу- 
чанхъ теоремы о предвиЁ вфроятности. (Извзстя Имп. Акад. Наукъ. 1908); 4) Рас- 
пространен!е предфльныхъ теоремъ исчислен{л ьЗроатностей на сумму величинъ, 
связввиныхъ въ цфпь. (Записки Имп. Академ!и Наукь. Томъ ХХП, № 9); 5) О свя- 
занныхъ величинахъ, не образующихъ настоящей дфпи. (Иавфста Имп. Акад. 
Наукъ ва 1911 г. № 3). 

***) П. А. Некрасовь: 1) Философ1я и логика науки о массовыхь проивловяхъ 
человфческой двятельности. Москва, 1902, 2) Общий основной методъ провзводящихъ 
фунвкщЯ въ приложен! къ исчислено зьроятностей. (Математ. Сборникъ, т. ХХУШ). 
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Эта задача первоначально была предложена Монморту *) Нико- 
лаемь Бернулли,  Дианзилз Бернулли, по ея поводу, предложилъ ввести въ 
Анализъ Вфроятностей новую м3ру выгоды, выражаемую нижеуказанною 
формулою (1). Онъ ‘помфстилъ свои изслЗдовашя по этому предмету въ 
Запискахъ Петербургской Академи Наукъ **), и воть взроятная при- 
чина, по которой упомипаемая задача получила наименоване ДПетер- 
бурзской. Вопросъ состоить въ слфдующемъ: 

Два ичзрока А и В чзраютьз вз извьстную шру ‹орелъ или рёшетка» 
на сльдующихь условять: 1 изра продолжается 90 тльль порь, пока 
не вскроеття орель, и 2° шрокё В платить 9 червонца ироку А, если 
орелъ вскроется при первом» бросаши монеты, 4 червонца, если при 
втором», 8 червониевь, если при третьем, ц такз далте до т-го бро- 
саня, удваивая платимую сумму прив кажломь бросанйи. Спрашивается, 
сколько рокь А, при вступлени вз ру, обязанз заплатить изроку 
В дя обоюдной безибидности. 

Процессъ игры представляеть связанную цфоь 7 испытан й (бросаюй 
монеты), опредфляющихъ итогъ 7 величинъ 5х .у...., и, какъ возможное для 
игрока „4 вь соотвфтственныхъ испытавяхъ значене выпгрыша. При 
этомъ величины 4, у,..., № будуть каждая имфть по два значен!я, изъ 
коихъ одно есть пуль, & другое опредфляется мёстомъ ршающаго испы- 
ташя въ ихъ цфии; для испытаня. занимающаго въ этой цфпи м}сто й, 
будемъ имфть: л.н у-н... и, =, = 2%. | 

ВЪроятность выхода этого именно выигрыша есть ==; женератриса 


Р ($) этой вфроятности будетъ: 


ит 
Ее: 2% 
в = У №. 
&--1 
Для опредфлешя математической выгоды игрока „.4 замЪчаемъ, что 
вфроятности, соотвфтствующя его выигрышамъ: 
2,4, 8,..., 32" червонцевъ, 


изобразятся по порядку дробями 


БЕ т 
ие 4 ’ о. 


сл$довательно, въ силу 8 17, математическая выгода я, игрока А будетъ: 


1 1 1 1 
По — 2.5 +4. 4+8. 5+... +2". ж=, 


*) АпаГузе 1ез движ 4е йазаг1, стр. 408. Задача 5-я. 
**) Соттещаге Асадетав Риторошатав, Т. Т. 


Изъ этого оказывается, что А, вступая въ игру, долженъ заплатить 
т червонецъ игроку В для безобидности игры. Но если не существуетъ 
никакого услов1я, ограничивающаго величины числа 7, именно, числа 
бросан!й монеты, то и слЪфдуеть положить т безконечнымъ; это самое 
приводить къ заключеню, что для математическаго равенства игры, 
ставка игрока А, равная я, червонцамъ, должна быть безкопечно большая. 
Такое слфдетве вычислен1я, основаннаго на налалв математическаго 
равенства игры, очевидно, прямо противорЪчить указантямъ здраваго 
разсудка. И дЬйствительно, найдется ли человЪкъ разсудательный, кото- 
рый согласился бы заступить мфето игрока .4, и рисковалъ въ эту игру, 
не говоримъ уже сумму безконечную, что певозмолио, но даже сумму 
несколько значительную? Не предпочтетъь ли всяюмй поставить себя на 
мёсто игрока ВБ, довольствуясь при вступлени въ игру, получешемъ 
ставки даже посредственной величины. Откуда же происходитъ такое явное 
противор$че между началомъ равенства или безобидности для обфихъ 
сторонъ и здравымъ понямемъ объ одномъ и томъ же вопрос5? 

Обсуждене разсматриваемаго примфра при помощи женеритрисы Р ($) 
обнаруживаеть, что 


1 т эп\* 
90 = „= Уз. (1-м) 


Отсюда легко убЪдиться, что величина 9 (1) весьма велика, & также 
весьма великъ и числовой порядокъ <, выводимый изъ уравнен1я 


т = У9(1). 


СлЪдовательно, неустойчивость результата ягры будетъ разительная, 
Чтобы игра имЗла оканчательный результатъ, нужно, разумфется, весьма 
большое число т ограничить, фикснровать. При этомъ положене игрока 
В будетъь не лучше положен1я .4; счастье игрока В въ ряд подобныхъ 
игръ должно сильно колебаться: нынче опъ милл!онеръ, а завтра нишй. 

Очевидно, въ этомъ примЪфрЪ законъ большихъ чиселъ опрокидывается, 
и имфеть м$ето парадоксальный случай, который по вышеустановлеппой 
классификации принадлежитъь къ ультрапарадоксамъ первой категор!и. 
При этомъ таксологическая проблема эконом!и, намфченная въ $ 16, 
для подобныхъ случаевъ должна быть взата подъ сомияфн!е и дополнена. 

0. Математики ХУШ вфка старались объяснить этотъ парадоксъ, по 
скольку опъ встр®чаетсл въ жизненныхъ испыташяхъ, связанныхъ съ эго- 
номическими кризисами или патологическими состояшями, вызваппыми 
недостаткомъ предметовъ удовлетворешя насущныхъ человфческихъ нуждъ. 
Для этихъ обстоятельствъ Дан!илъ Бернулли принялъ во вниман!е тяготу 
парадоксальнаго положешя, экцессы коего опасны для всей среды, и 


предложилъ вмфсто обыкновенной таксологической формулы физической 
выгоды особую эвритическую формулу «нравственной выгоды». Въ соот- 
ношени той и другой формулы ожидашя и взыскан1я существуетъ кривизна, 
направленная жертвой въ одну сторону и алгебраически подобная относи- 
тельной кривизнф пространствъ Лобачевскаго и Эвклида. Формула пра- 
вственной выгоды предполагаеть систематичесюяя покровительственныя 
жертвы, необходимыя для жизни цфлой среды. 

Д. Бернулли предполагаетъ, что ожидаемое приращеше халичиназо физи- 
ческаго имущества х разложено по скал х на дифференщальные эле- 
менты, и допускаеть потомъ, что безконечно малое приращене нрав- 
ственной выгоды, соотвфтствующее какому ни есть элементу физическаго 
имущества, прямо пропорщюпально абсолютной величин$ этого элемепта, и 
обратно пропорщюнально первоначальному имуществу, увеличенному суммою 
всфхъ элементовъ предшествовавшихъ тому, который припимается въ сообра- 
жене. На такомъ основан, изобразивъ чрезъ 4х безконечно малое 
приращене паличнаго физическаго имущества 7, а чрезъь Фу соотвфт- 
ственное приращее нравственной выгоды, будемъ имЪть 
__ 4х 
а 


ау 
разумВя подъ & постоянный положительный коеффищентъ. Интегрируя 
это уравнене, получимъ 

у = $ (2) =# 09 < +1094 ........ 0) 


гд$ № изображаеть постоянное количество, которое опредЗлится по 
дапному на скал у частному значешю величины 9, соотвфтственно 
данному же на скалф х частному значен1ю 5. 

Исходя изъ этого опред$леня, которое безъ сомнфя нужно овытомё 
эвристически приспособить къ дЪйствительности, мы должны еще зам фтить, 
что величины 2 и у не допускаютъ значешй равныхъ нулю или отрицатель- 
ныхъ; ибо это противорфчило бы здравому понятю о вещахъ. ДЪйстви- 
тельно, если примемъ даже, что существуетъ человфкъ, въ строгомъ смысл 
лишенный всякаго имущества, то и ему самое его существоване доставляеть 
уже н$зкоторое нравственное довольство, равное по крайней м5рф цфнности 
средствъ, необходимыхъ для поддержан!я жизни. Этотъ самый человзкъ, 
говорить Лапласъ, конечно не согласился бы взять единовременно не- 
значительную сумму, напримфръ, сто рублей, съ услошемъ, чтобы четра- 
тивь ео, рфшительно отказаться оть всякихъ средствъ къ пропитаню. 

Формула (1) съ ея нижеуказаннымъ обобщенемъ, выражающая мфру 
нравственной выгоды, предложенную Дашиломъ Бернулли, до сихъ поръ 
допускается почти всзми математиками. Благодаря приспособляемости 
неопред$ленныхь постоянныхъ величинъ Ё и #, эта формула, въ прило- 
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жевлхъь свонхь къ различнымъ вопросамъ изъ Анализа ВЪроятностей, 
приводить къ результатамъ полезнымъ, согласующимся съ указашями 
здраваго разсудка. Чтобы показать работу съ помопию этой формулы на 
примфр$, приложимъ форму Бернулли къ застрахованаяме. 

Но, прежде, покажемъ какимъ образомь опредЪляется нравственная 
выгода лица, ожидающаго н®сколькихъ событй, съ появлешемъ которыхъ 
сопряжены для него барыши и убытки. 

Пусть будеть а физическое имущество лица, а а, В, 1... ожидаемыл 
имъ приращешя основного капитала @. Т% изъ величинъ а, В, т..., 
которыя соотвфтствуютъ потерямъ, условимся принимать съ отрицатель- 
ными знаками. Изобразимъ также чрезъ р, 9, 7... соотвтственныя вЪ- 
роятности приращенйй о, В, 1..., и положимь рнднг-... = 1. 
По услошямъ вопроса, ожидаемыя или мысленпыя имущества лица мо- 
гутъ быть соотвфтственно: 


& 409 (а --а)-+ 109%, Е 109 (а В) -+ 1094, Ё 109 (а- 1) 1091... 


Помноживъ эти величины по порядку на р, 49, Г..., получимъ частныя 
нравственныя ожидашя, сумма которыхъь будеть равна полному нрав- 
ственному ожиданю. Означивт это послфднее чрезь Г, найдемъ: 


У = [р 109 (а а) 414 (а- В) г 109 ++... + 
+ фчжалдни-+...) 09%, 
У = #104 {ан а)” (а + 3) (а 1... + 09 4. 
Изобразимъ чрезъь Х наличное физическое имущество, соотвтствующее 


нравственному У; будемъ имфть 
9 — р. и НИ 


ИЛИ 


и слфдовательно, 

Х = (а а)? (а В) (ат)... . (2') 
Вычтя изъ второй части этого уравнен1я первоначальное имущество а, 
получимь то приращене Х — а физическаго имущества, непосредствен- 
ное обладан1е которымъ доставило бы лицу одинаковое нравственное 
довольство, какъ и надежда получить выгоды а, В, 1... Изъ сказан- 
наго же въ $ 17 сл8дуетъ, что математическое ожидане приращен1я 
физической выгоды, въ разсматриваемомъ случаЪ, выразится суммою 


ра + 4В + тт... 


При отрицательныхъ зноченяхъ нёкоторыхъ выгодъ а, В, 1... фор- 
мула (2) сохраняеть смыслъ до твхъ поръ, пока @ + а > 0, а+8>0, 
а+т>0,... 


Изъ формулы (2'’) можно извлечь примфчательныя слфдетвя, относя- 
ппяся къ невыгодф игоръ, лотерей, закладовъ и другихъ оборотовъ, за- 


ИР 


висящихъ оть случайностей и предполагаемыхъ математически равными. 
Также, можно доказать, что мензе невыгодно подвергать имущество свое 
по частамъ такимъ опасностямъ, которыя пе зависять однз оть другихъ, 
чЁмъ въ цфлости одной опасности. Изъ той же формулы легко заклю- 
чить объ обоюдной выгодф застрахованй, при извфстной, опред$ленной 
вычислешемъ премш. Предложимъ здфсь доказательство послфдней истины. 

Для большей ясности положимъ, что лицо А застраховываоть отъ 
какой либо опасности, какъ-то оть огня, града, кораблекрушеня и т, п. 
часть х полнаго своего имущества, которое изобразимъ | -- а. Пусть бу- 
детъ р вфроятность, что а уцфлфеть оть опаености, и слфдовательпо, 
1 —р вЪроятность утраты а. Для математическаго равенства застрахо- 
вамя, 4 долженъ заплатить Обществу премю, равную (1 —2) я. Те- 
перь мы покажемъ, что заплативъ даже боле (1 —1) а, 4 можеть еще 
пмфть выгоду правственную, между тёмъ какъ Страховое Общество по- 
лучить тёмъ болфе вЪзрную прибыль, чфмъ кругъ его дфйств! будетъ 
обширн%е. Для этого замЗтимъ, что сумма 


ф [& 09 (Га) - 109 #] + (1 — р) [# 09 1+ 09 #] = 
—= 9 09 {| + а) + 09% 

изобразить нравственное ожидане лица 4 до застраховат!я части а, а 
важ Е 109 (1 ра) — 09 № 

опредфлить его нравственную выгоду въ случаЪ застраховашя. Но ясно, что 

й 09 (1 - ра) + 109 А > РЕ 109 (1 + а) + 109 4, 
ибо, по сокращени, получимъ неравенство 
09 (1 + ра) > р 109 (1 — я), 


которое дфлается очевиднымъ, если изобразимъ его въ вадё 


фа * ра. 
1 + ра 1+ а' 
о 
и въ самомъ дфлЬ каждое изъ значенй дроби Е будеть болЪе 


соотвфтственныхъ значен1й другой дроби а ‚ по причин 1-+а> 1-я; 


слздовательно, и значен1е самаго интеграла ЛЕ ] г ‚ какъ состоящаго 





изъ элементовъ большихъ нежели въ интеграл И 1=а, Превзойдеть ве- 
о 


личину сего послфдняго. Отсюда заключаемъ, что отдаване на страхъ 
по преми, опредёляемой правиломъ математическаго равенства игры, 
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дах ВОС 


выгодно для застрахователя, потому что опо увеличиваетъ его нравствен- 
ное ожидаше. Посмотримъ еще, сколько застрахователь, сверхъ бозобид- 
ной преми (1 — р) а, можеть заплатить Отраховому Обществу при усло- 
вши, чтобъ застраховаше пе уменьшило и не увеличило нравственной 
его выгоды. Изобразямъ чрезъь 2 этотъ избытокъ. Въ такомъ случаф, 


первое изъ двухъ выражен! 
Ёр 109 (1 <) + 1091 и #109 (1 — 2+ ра) + 10090 в 


изобразить нравственное ожидан!е лица 4 до застрахован1я части а пол- 
наго имущества 1 о, а второе, напротивъ того, когда застрахуетъ а, 
заплативъ премю, равную (1 —р) а-+ г. Чтобы правственная выгода 
лица А не измЪфнилась чрезъ отдаваше на страхъ, предыдупия два вы- 
выражешя должны быть равны между собою. Отсюда 


В 109 (1 + а) = 109 (1 —2-+р%), 


ыы 8 = 1 - ра — (1 + я}?. 


Вотъ пред$лъ прибавочной према къ той, которая опредфляется безо- 
бидностью математическою. Если прибавочная прем1я, иплатимая Страхо- 
вому Обществу, то есть величипа 2, будетъ мепфе найденнаго количества 
1 ра — (1 + а)’, то, ири многочисленныхъ оборотахъ, Общество бу- 
деть имфть вфрные барыши, и, выЪфстф съ тфмъ, застрахователи вы- 
играютъ со стороны нравственной выгоды. Эта истина обнаруживаету 
несомнфнную пользу Страховыхь Учреждеший. 

Ш. Приаведемъ опять изъ книги В, Я. Буняковскаго извлечеше, от- 
носящееся къ обобщению формулы Д. Бернулли. 

Условимся припимать за мфру правствелпой выгоды произвольную 
фувкшю $ физическаго имтщества 2х, ‘ограничивая произвольность этой 
функщи ф ($) тремя только условями: 1°, чтобы эта функшя Ф (2) была 
непрерывна между предфлами, заключающими разсматриваемыя значеня 
физическаго имущества 1; 2°, чтобы между тфми же предълами, съ воз- 
растатемъ физическаго имущества 2, правственная выгода $ (т) также 
получала приращеше, и 3°, чтобы это приращеше уменыпалось по м5ръ 
увеличения физическаго имущества. Весьма естественно допустить попре- 
рывность функщи ф (52), когда примемъ въ соображене, что въ мфрЪ 
нравственномъ, какъ и въ физическомъ, многое возможно подчинять за- 
кону постепенности. Что же касается до остальныхъ двухъ условй, то 
они согласуются съ обыденными понятями объ разсматриваемомъ пред- 
четв, и подтверждаются ежедневнымъ опытомъ. Весьма простой примфръ 
объяснить это съ возможною очевидностью. Положамтъ, что человфкъ, 
имущество котораго можеть быть оцфнено въ 10.000 руб., пробрЪтаетъ 
сверхъ того одну тысячу; нфть сомнфня, что нравственная его выгода 


а 


увеличится чрезъ это пробрЪтеше. Но если, впослёдстви, состояне 
этого самого человфка сдЪлается значительнЪе, и будетъ, наприм$рт, 
простираться до 100.000 руб., то вторичное пр!обр?тене одной тысячи 
хотя п увеличить его нравственное довольство, по уже не въ той сте- 
пени какъ въ первый разъ, когда все имущество его состояло только 
изъ 10.000 руб. 

На такомъ основани легко видфть, тто первая производная $’ (7) 
нравственнаго ожидашя ф (5) будетъь величина положительная, а вторая, 
ф!" (=), величина отрицательная. ДЪйствительно, означивъ чрезъ # при- 
ращеше физическаго имущества т, получимъ, въ силу второго изъ при- 
веденныхъ выше условй, 

ф +) >ф (1). 
Но, по извзстной теоремф$, 
о (д = йа (А), 
гдё Х > 0 и < 1; саЗдовательно, 
ф (2) + йух (&-^Ю>Ф (2) 
= 9' (в-- АЛ) > 0. 


Тацъ какъ приращеше Й можеть быть уменьшено по произволу, то 
найдется ©' (2) > 0. (Съ другой стороны, паписавь выфсто ф (л + №) 


разложене ра 
ф (х) + йх' (5) тэ Ф" (2 -+ 01), 





гдЪ 60. > О и < 1, заы$чаемь, что увеличене нравственной выгоды, со- 
отвфтствующее приращетю # физическаго имущества, будетъ 


2 
йф' (т) -- 1-2 ф' (т -н 01). 


Но мы сказали, что это увеличеше дфлается менфе и мене по 
мЪ$р5 возрасташя имущества х; слфдовательно, предыдущая сумма 
должна уменыпаться съ увеличен1емтъ приращев!я Л, а для этого необхо- 
димо чтобы второй членъ 25 ф’ (< - 0#) быль отрицательный, ибо пер- 
вый, именно й$'’ (5х), какъ доказано выше, есть величина положительная. 
Поэтому Г $’ (х- 01) <0, или ф' (т 0%) <0. Но уже замфчено, 
что й есть количество, которое можно уменьшать по произволу; сл%до- 
вательно $” (7) < 0. 

Итакъ, единственныя услов1я, которымъ подчинена разсматриваемая 
нами непрерывная функщя ф (5), изображающая мфру правственной 
выгоды, соотвфтствующей физическому имуществу 2х, заключается въ 
томъ, чтобы ф'’(5)>0;, аф" (2) <0. Эти два условя суть строгя ма- 
тематическая слфдетвя указан1я здраваго разсудка. 
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Легко видфть, что фуякщя # 109 %]|-+ 109 №, принятая Даниломъ 

Бернулли, удовлетворяеть предписаннымъь выше требован1ямъ. ДЪйстви- 
х 

тельно, первая ея производная м есть величина положительная, а вто- 


| : 
вая, — ;, величина отрицательная; сверхъ того, функщя # 129 # + 
-+ 209 й непрерывпа для всЪхъ положительныхъ значенй физическаго 
имущества г. 


Пангеом -тричеекая кривизна покровительетвенной так- 

вологической формулы. Субъективные потенщалы пользъ. 

Условноеть и гипотетичноеть закона Рикардо. Объектив- 
ный потенщаль пользъ, правящй интерееы. 


Нравственно-общественное значен1е основной оцфночной задачи 
видно изъ сопоставовленя длаграммъ цзиъ ржи и числа кражъ; право- 
димъ для наглядности (см. фиг. 1) рисунокъ параллели цфиъ и кражъ, заим- 
ствованный изъ сочинен1й по статистик$. Пра развити гнетущихъ кризи- 
совъ покровительство наибол$е угнетенной сторон есть задача, стоющая 
систематическихъ заботъ правительства. 




























Нолезпо примфтить, что эвристическя мфры физической выгоды отно- 
сятся къ эвристическимъ же м$рамъ нравственной выгоды такъ, какь 
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мфры длины Эвклидовой геометрия относятся къ мЗрамъ длины геометри 
Лобачевскаго, истолкованной по способу Кели (см. мою книгу «Прило- 
жене алгебры къ геометр!и», изд. 2-е). 

Иначе говоря, аксомы порядка математической выгоды и акс1омы по- 
рядка нравственной выгоды одинаковы при малытё колебаниях‘ имуще- 
ства, пбо отношешя другь къ другу двухъ соотв. малыхъ приращенй 
имущества для того п для другого порядка исчисленя выражаются по- 
стояннымъ количествомъ, какъ видно изъ формулъ (2) и (2’); колаче- 
ство Ё, какъ скалярная величина, аналогично кривизпЪ неэвклидовскаго 
пространства и можеть быть названо кривизною покровительствелпой 
таксологической формулы. При значительномъ же приращени имущества 
аксомы того и другого порядка учетовъ существенно расходятся. 

Туть играетъ роль и субъективность взгляда на малость и зпачитель- 
ность колебаня наличнато имущества: что богатому наличными благами 
обществу кажется пичтожпымъ, то бфдилку кажется зпачительнымъ, Лепта 
вдовы цфнится дороже большой жертвы купца. 

Обобщен1емъ эвристической формулы Д. Бернулли можно пользо- 
ваться въ раскладкВ тягости парадоксальнаго положевя каБъ наиболЪе 
гибкою алгебранческою формулою, приспособляемою къ общему режиму и 
къ природф взыскиваемаго или, наоборотъ, выпускаемаго на рискъ физи- 
ческаго имущества. Такъ поступаеть, напримфръ, Курно, опредфляющий 
пфну наличной единицы товара въ зависимости отъ общаго количества вы- 
пускаемой на рынокъ товарной массы, предполагая то режимъ монополи 
ея сбыта. то режимъ свободной конкурренши ел производства и сбыта *). 

При изобими на рыпкахъ паличнаго блага х, праращаемая къ нему 
повая физическая единица а стоитъ сравнительно (по чувству пользы) 
дешево; при недостаточномъ же наличномъ количествЪ блага г на рын- 
кахт ожидаемая физическая единица а цфнится по чувству пользы до- 
роже. Поэтому функщя ф (2) Д. Бернулли, какъ и ея вышеприведенное 
обобщене, могутъ быть приспособлены по своимъ свойствамъ къ элемен- 
тарнымъ поплтямъ и вопросамъ таксологической . проблемы, подгопяя 
форму $ (2) и финансовую цЪиу ®, единицы а блага х (съ помощю 
статистики и интерполированя) къ тому, чтобы приблизительно им%ло 
силу дифференщальное уравнен1е: 


ф (1) — © (— & = №. ........ 3) 


При малости выбранной единицы а можемъ замфнить это уравнеше сл%- 


дующиамъ уравненемъ: 
9$ (=) (2) — Л 3 
дх Г.) Ф ® ® ® ® ® ® * * ы ® ® ( ) 


*) Н. Гаигопё: Эва. Маибт, П. 4. Некрасовь Матем. статист, 


— 86 — 


Отсюда и изъ установленныхь свойствъ функщи ф (5) видно, что 
цфна ®, единицы а будетъ убывать (какъ слВдусть и по чувству отно- 
сительной полезности) при возрастани паличнаго блага х. 

Наличность, копечпо, измфряется суммарнымь запасомъ блага х на 
весь предстоящ!й потребительсый пнтервалъь времени т, называемый 
иногда яродовольственной компавея. 

Такеологическя уравненя въ политической экономик® распростра- 
няются на совокупности какъ движимыхъ капиталовъ разнаго рода т, 
такъ и труда у, оплачиваемаго какъ экономическая цфнность, приходо- 
расходная б1ологически и въ смысл переселешй. 

Лоранъ *) вмЪст съ Парето разсматриваеть эвристическую формулу 
РТ =, 1,,.... 9, У,...) экономическихъь цфнностей двухъ родовъ: 


1) въ видф производящихъ силъ у,. 9..... и 2) въ вид производныхь 
благъь 2.,5....., выбранную & рглог! такъ, чтобы имфли силу уравнешл; 
07 97 07 07 _ 


= №,,..... (4) 


гл А есть неопредфленный коеффищентъ. 

Назовемъ эту функщю Г потенщаломъ пользъ;: Парето называетъ 
эту функцию яепереводимымъ словомъ «1! орётИв», считая ее субзек- 
тивною м8рою разсматриваемаго хозяйствующаго индивидуума, ведущаго 
торговлю экопомическими благами. 

Максимум5 функщи УТ, взятый при условяхъ, ограничивающихь 
торговый обм$ит, благъ въ каждый корогюй срокъ продовольствя ихъ 
матеральною наличностью, опредфляетъ съ помощию уравнений (4) всБ 
цфны по закону, извфстному подъ именемъ закона Рикардо: если осу- 
ществляется максимумё потенщала пользь, то стоимости процзвод- 
ства бла бывают равны цльнъ услу, предложенныхь и употребленныте. 

Этоть закопъ однакоже содержитъ неустойчивое услове относительно 
наличности. Онъ не учитываеть хитроумпой м!ровой спекуляци, вмёши- 
вающей въ обороть подъ именемъ матеральной наличности бумагу и 
друге иногда вовсе ненужные фокусы биржи и торговли, спускаемые 
подъ именемъ полезныхъ услугъ, предложенныхъ и употребленныхъ. По- 
этому закопъ Рикардо и соотвфтствующая ему сощальная механика, со- 
держа не всегда в$рную гипотезу, требуютъ постоянной и значительной 
опытной объективной таксологической поправки и введеня съ этой цфлью 
графической скалы вЪроятностей и частостей для индуктивной повЪрки. 
И вь самомъ дёлБ обиженныя стороны апеллирують къ провомфрую по- 
средствомъ вм5шательства третейскаго суда и государственной власти. 


*) Н. Гантен: ЭбаМвНчае ша бт, стр. 176—181. 


Связывая потенщалъ пользъ 7 съ правопорядкомъ цфлаго государ- 
ства, съ его резервомь 5 и съ его освфдомленностью во всзхъ областяхъ, 
мы можемъ дать этому потенщалу уже не субъективный, & объективный 
смыслъ, правяшй движене цзнности и колесо истори протизъ власти 
злого рока и привязывающий достов5рныя суждетя эвритическимъ ме- 
тодомъ къ закону большихъ чисель и къ графическимъ законом рностямъ. 

Если въ коротюй срокъ считать косффащентъь А постояннымъ. то 
можемъ потенщалъ И составить изъ функщй $, (2.), $. (#.),..., К (9,), 
Х, (4.)..., Удовлетворяющихь уравпешямъ типа (3); а затфиъ, ища 
максимумъ 7, можемъ, при гарант[яхъ со стороны наличности 5 у объектив- 
наго правомврия, рёшить важифйпия проблемы политической экопом!и вт 
духВ системы, покровительственной культурВ земли, труду и укрфпленю 
достаточпаго жизненнаго основан1я для всфхъ трудящихся классовъ далнаго 
государства (см. мою книгу: «Математическая статистика», гл. УГ—УП). 


$ 23. Изслбдоване еще одного замфчательнаго класса зависимыхъ 
испытанй, обнарумивающаго на своей границ изъянъ логическаго 
закона противорфчия. 


Обобщая теорему Я. Бернулли, А. А. Марковъ разсматриваетъ 
вопросъ о числ появлен! н8котораго событя ЕЁ при извфстномъ числ 
послдовательныхъ испытан, связанныхь можду собою такимъ образомъ, 
что выполняются слдующ!я условя: 

1) вфроятность собыйя Е при каждомъ изъ этихъ испытаний 


0', О'., О'’,... имфеть одну и ту же величину р, пока всф исны- 
тая още стоять впереди и результаты ихъ остаются всф вообще 
неопредфленными; 


2) ВЪроятность Е при каждомъ испыташи 0’, имфетъ вторую 
опредЗленную величину р,, если результаты послфдующихъ испытанй 
О' 1, О’+з,... еще не наступили и остаются неизвфстными, а не- 
посредственно предшествующее испытан 0’, привело къ событно Е, 
каковы бы пи были результаты прочихъ испытан; 

3) накопець, вфроятность собымя Ё при каждомъ испытани 0’, 
иметь третью величину р., если результаты посл$дующихъ испытан 
не наступили и остаются неопредЪленными, а пепосредственно предше- 
ствующее испытан1е О’, привело къ собыпю пе—Е или Е. 

Какъ видно изъ этихь предположен!й, каждое испытан!1е связано въ 
цзоь съ непосредственно предшествующимь ему испытан1емъ и оказы- 
вается независимымъ оть остальныхь предшествующихъ ему испытан, 
коль скоро извЪстенъ результать непосредственно предшествующаго 
испытан1я. 
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Для краткости введемъ обозначеня: 
ре, 


Разсматриваемый рядъ испыташй совпалъ бы съ рядомъ испытанй 
теоремы Я. Бернулли, если бы величины р, и р. совпали съ р. 
Относительно чисель р,, 2,, 2 важно замфтить, что только два изъ 
нихъ можно задавать произвольно, & не вс три, такъ какъ они связавы 
соотношешемъ ея о 
рЕРр. р +9.6.,. асе в 
получаемымъ по теорем$ о полвыхъ вфроятностяхъ. Если будемъ вада- 
вать произвольно величины р и 


=, — р, (еее. (3) 


то для опредфлешя остальныхъ величинъ будемъ имфть простыя формулы: 
9Ч=1—р, р=р+65.49, 9=9— 8.4, 
^ ы - 
. =р—9.р, 4. =а+0.р. 
Очевидно, произвольлая величипа 6 можетъ имфть значения въ проме- 
жуткВ —1 и +1. 

Перем$нныя 5х, у, 2,..., соотвфтствуюция испытавшямъ О',, О'’,, О’, ,..., 
имфютъь каждое по два значеня:1 и 0, смотря по тому, какое изъ 
собый Е и Е состоится въ соотвфтетвующемь испытати. Сумма 
ху... - и представить ожидаемое число в появлевшй яв- 
лешя Е при ® послфдовательныхъ испытан1яхъ. 

Займемся разысканемъ производящей функщи Р’($) для вфроятности 
появиться собыпю А. то или другое число п разъ въ т разсматриваемы хъ 
испытаняхъ О’, 0',,..., О’. Для достиженя этой цфли введемъ еще 
слфдующя обозпачешя. 

Пусть 

у АР, 


(4) 


означаеть вфроятность, что въ первыя Ё испытан1й событе Е появится 
® разъ; пусть далЪе 

АР°,„ и АР, „ 
означаютъ так я же вфроятности какъ АР, „, но при добавочномъ условии, 
которое для АР*®, „ состоить въ томъ, что Е не появится при #`“® испы- 
таши, а для АР’, „ состоить напротивъ вт томъ, что Е имфеть мВсто 
при А`“> испытаюми. По теоремЪ сложен1я будемъ имфть: 


АР, = АР + а АР, „. 


Станемъ затВмЪ разсматривать три функши: 
Ф, = АР, 0", = УАР, „.5", ®, = — АР; „9”. 
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которыя въ силу предшествующаго имъ равенства связаны такъ: 
“, — фь. 
Искомая же производящая функшя Р(9) представится такт: 
Ри) =ч. = УАРнл. 1"... ... .. (5) 
При помощи теоремы о полныхъ вфроятностяхъ убфждаемся, что 
дР%, „= а АР, , +9, АР%, „, 
АР, 1, = 2, АР! „+ р,АР% „1. 


Слфдовательно, 
ыы = 9, Фь -Н 9: $», 


Ч = Рф, + Р.Ф». 

Изъ этихъ уравнев!Й посредствомъ исключетя то одной, то другой 
изъ функшй х и Ф получаются два совершенно одинаковыя уравненля: 
фана — (Р-Н 49). Фа: + (р, — №). 9. $ = 0, 
фьыь — (ре + 4.) ь Фе + (р, о 4. ) 8. Фь = 0. 

Складывая ихъ, находимъ: 


+2 — (2:9 -+ 4,) Фи + (р, — В.) 9%, =0. ... (6) 
При этомъ имВемъ: 
®, — 9+, %®, — рр,” + (24, + 92,)%° + 94... .. (7) 
ЗатВыъ вообразимъ функшю 
О (у, = ю ФЕЙ +... 5 Йй-...,. .. (8) 


ГД # есть произвольпое число и ®, выводится изъ уравнения (6) при # = 0. 
Умноживъ уравнене (6) на #, затмъ давая въ немъ числу # зна- 

чен!я: 0, 1, 2, 3,..., и, наконецъ, складывая всЪ полученныя уравпешя, 

получимъ соотношене, опредфляющее функшю © (%,#), именно: 


И ыы 9 
20 = риа +в и 
ВифстЪ съ тЬмъ 
1 ("8 (&,0 
о. И 3 ды 
| 1 | —. 
Математическое ожидане величины % выразится такъ: 
Пат] 1 [а | 


ЗамВтивЪ, что 
8 (©, _1.2...1р.й (1 — 68° (р-+- 69 — 81)' 
4  П- (0+9 (р-на — и 


} 


легко убздимся, что 
мат. ожид. п = т.р. (11) 
Далфе, матем. ожидане @ величины (® — р)? на осповани фор- 
мулы (5) представится такъ: 
ом, : Га (ее) е"" 
@ = № (п — тр). др. „= | 2 т 
1 4" 4? ай 
т 2. . т 4" 2652 (©, ы 6 | | 


Отсюда найдемъ: 


1-6 5 0” 6 2 
@=т.9(1) =т9.— + а [2 5—22). - (12) 

Очевидно, зздача представляеть улотрапарадоксв при 8 =1; тутъ 
р =1 р. =0, С:т = 9(1) = о вы задача пробр%таетъь особый 
смыслъ, обращающ результатомъ одного только перваго изъ испытанЁй 
0’, О'.,.., вФроятности дальнфйшихъ явлен!й въ достовфрность в?ьчназо 
утвержден1я одного только изъ явлешй Е и Рип отрицан!я другаго. 

Далфе, при значеняхъ величины 6, весьма близкихъ къ 1, величина 
@:т будеть весьма большая. Этоть зарадоксалиный случай, имфюпий 
мЪсто тогда, когда р, есть почти |, 8 }›, есть почти нуль, дорого стоить, 
если его выкупить. Въ логикф эти парадоксы соотвфтствують изъяву 
закона противорЪчя, который торжествуеть лишь при абсолютныхъ апо- 
диктическихъь достовфрностяхь р, = |1 ин р, = 0; такихъ аподиктиче- 
скихъ достовфрностей однакоже часто у логики «трехъ законовъ» (см. 
введенше) не хватаетъ по самымъ существеянымъ вопросамъ пауки, обще- 
ственности и истории. 

Изъ формулы (12) и изъ вышеприведенной общей теоремы 1 ($ 21) 
получается сл$дующий выводъ. 

Пусто —1=6< 1. Въроятность Р неравенствь 


, я , 
Е, ЙЕ 
должна удовлетворять неравенствама: 
1 +5 99 6 1 
о (В) 


и, слодовательно, при нераниченномь возрастани т разность _ - р 
должна сз относительною достовъьрностью содержаться в5 весьма 
тьсныхз зраницат — [Г и 1 сливающихся в5 предъль съ нулем; 
ибо можно овредълиить такз: 


1 
6 —=т°, 0<°<5. 


се; ЗО. 


$ 24. Органическя гаранти устойчивости и мелюращй въ процессахъ 
различнаго рода. Точка насыщеня. Денежное обращенге. Кассы. 


Г. Въ глубинф стихШнаго процесса борьба съ причинами сильныхъ 
парадоксалькыхъ случаевъ совершается включенями (ассигнованями) въ 
исторический оборотъ (см. $ 15) 'отборныхъ частичныхь силъ, гарапти- 
рующихъ общую устойчивость и разныя мешоращи. 

Бываютъ ряды операщй, въ которыхъ сильпыс парадоксальные слу- 
чаи совершенно невозможны. Такъ, приложене исчислетя вфроятпостей 
къ операщямъ теоремы Пуассона обнаруживаеть, что сильные парадоксы 
несвойственны этому процессу, т. е. итогь ® явленй Е, наблюдаемыхь 
въ этомъ родв операцй, обнаруживаеть наклонность къ хорошей устой- 
чивости, если судить о ней при помощи скалы М (см. 5$ 10 и 20). 

Пуассоновсмя операши О, О.,..., О, во вефхъ случаяхъ могуть 
служить оперативною зарантяей устойчивости итоговъ явлешя Е, если 
эти операщи по отбору, по штату включать въ болфе сложную стихй- 
ную кооперащю 9 = (0,0,... 0,), которую назовемъ смьмшенчной и ко- 
торая пусть въ природф или обществ развивается естественно. 

Существуеть множество рядовъ Чебышевскихъ операшй, производящихъь 
альтернативные итоги величинъ, обладающие всегда относительною устой- 
чивостью явлешй цфнныхъ итоговь ху... в, т.е. невовмЪети- 
мые съ сильными парадоксальными случаями. Эти операщи, легко откры- 
ваемые съ помощю теоремы Чебышева, также можпо отбирать и вклю- 
чать вь стихИную кооперащю ©, какъ группу гарант на повышен!е 
степени ея устойчивости или на забалансированю ея неустойчивости. 

Если Х есть сумма в +: +... - е, полезныхъ иплодовъ или же 
сумма цённыхъ качествъ (дфесиособностей), которую, какъ результать д®я- 
тельности въ кооперащи ©, нужно повысить, то стараются отборомь и 
искусственными включенями новыхъ операщй достигнуть двухъ цфлей: не 
только устойчивости, но и постепеннаго повышен1я итоговъ типа Х. Вто- 
рую цфль назовемъ вообще мелюрашеи. 

Эта двоякая цфль достигается: 1) культурою отбираемыхъ операщшй 
0,, 0,,..., О», повышающею ихъ совокупиую дфятельность ХЕ и ве- 
личину математическаго ожидашя и, итога х-н...-нв и 2) затЬмъ 
включенемъ кооперащи (0,0....О„) въ стижмйную кооперащю 9. 

\Желательный эффекть А, получаемый этимъ пр1емомъ, есть фупкщя 
отъь чиселъь т и 8 или, лучше сказать, Функщя отъь функцш Ё (т, $) = 
—=%: ($ + т). Эту функцию ГД (т, $) назовемъ показателемъ гаравти на 
получен1е искомаго эффекта \; ел скала { сличается со скалою \. 

Если при данномъ значени 0 функцш { (т, 3) получается эффекть А. 
необходимый и достаточный для цфли. то пунктъ д скалы } (27,8) можно 
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назвать 704кой масыщеня. ПоложеШе точки насыщешя зависить, ко- 
нечно, отъ цфли № и оть природы разсматриваемой стахйной кооперз- 
ци ©, насыщаемой гарантями. Капля дождевой воды недостаточна для 
опрфсневн1я ведра морской воды, но немного дрожжей достаточно для по- 
лучен!я ведра пива. Если включаемыя операщи способны, какъ закваска 
или дрожжи, ярививать свое творчество съ его идеей и ремесломъ 
«дикимЪъ» (стихйпымъ) операщямъ, то число 4 бываеть весьма мало. 

Чтобы въ стихйной сыфшанной операши © = (0,0,...0,) обезне- 
чивать мелоращю вмЪфств съ устойчивостью, нужно включать въ нее до 
насыщеня соотвфтотвующия отборныя операщи, обладающия желатель- 
ными свойствами и прививаюцщя ихъ КЪ «дикимъ» операщямъ. 

Этотъ культурный матахимический и химичесый способъ эволюции 
примфняется практиками давно. Соотвьфтствующия отборныя способности 
культивируются или просто по достоинству берутся изъ природы при 
надлежащей осмотрительности избрашя. 

П. Кром культурпыхъ оперативныхъ гарант!й, связанныхъ со способ- 
ностями развивать плодотворную дфятельность ХЁ, будемъ различать еще 
матеральныя гарантии, т. е. мателальные заклады и постоянные источ- 
ники, обезпечивающе погашен! важнфйшихъ матеральныхъ обязатель- 
ствъ и правильный ходъ производства, обмфна и удовлетвореня жизнен- 
ныхьъ потребностей. 

Кадистрь, т. е. напесене предметовъ на карту или планъ, опредф- 
ляетъ наличность недвижимыхъ закладовъ, какъ земля, дома и пр. Вла- 
две же, укрболяемое графически, гарантируется ломба9ом. 

Бумажное денежное обращеше гарантируется золотымъ закладомъ 
государства, поддерживающимъ курсъ А довЪрия къ символическому бу- 
мажному рублю. по возможности, въ равномъ достоинств$ съ настоящимъ 
золотымъ рублемъ. 

Будемъ исходить изъ предположеня, что первичная чистая символи- 
ческая форма денегь есть печатный символъ въ видф бумажпыхь зна- 
ковъ; вторичная же форма денегъ, вызванная лукавствомъ, пусть предста- 
вляется опять бумажными деньгами, но гарантировалными золотомъ. 

При этомъ перемфнныя т и 3 въ показателЪ гарант!и Г (эт, $) будутъ 
числами золотыхъ и бумажныхъ денегъ въ оборот и заклад5, при дан- 
ныхЪ единицахь денежнаго счета. 

Пусть точка 4 насыщеня соотвзтствуетъь биржевому курсу А. = 0,99 
бумажнаго рубля на золото. Если 9 выше этой цыфровой нормы, т. е. 
наблюдается пересыщеше денежной операшия золотою гаранмей () > 0,99), 
то, при обычной нехваткф оборотныхъ капиталовъ въ предприяхъ част- 
наго хозяйства, соотвфтствующая финансовая политика равносильна за- 
рыт1ю талантовъ золота въ землю. Если же 4 ниже нормы, т. е. замЪ- 


чается недосышщен1е денежнаго дла золотою гарантей (\ < 0,99), то 
опять плохо: съ паден1емъ курса А бумажныхъ депегъ на золотую валюту 
начинается извфстная биржевая игра (спекулящя) на разницу въ 
курс. 

Статистика золотого и бумажнаго обращен1я денегъ представляетъ 
удобный примфръ для пояспен]я, ибо ее можно найти за разные интер- 
валы времени т и въ разныхъ территоряхъ и продфлать вычислеше ио- 
казателя / (т, $) и биржеваго курса А бумажной денежной единицы на 
золотую валюту. Современныя государства, паиболфе пользующйяся ста- 
тистикой въ вопросахь политической экономи (какъ Бельмя, страна 
крупныхъ статистиковъ: Кетле, Мансьона), умфютъ понижать точку 4 на- 
сыщен!я безъ понижения А. т. е. умфютъ увеличивать бумажное обра- 
щен!е денегь ие впадая въ стси$ у105и$ и друмя ошибки. 

Къ этого рода странамъ можно примфннть афоризиъ Д. И. Мевде- 
лЪева: «Капитальъ ость не золото, а дов Ме». Если бы оправдаше довЪ- 
р!я на дБлЪ и умфнье хорошо вЪрить и хорошо сомиваться передъ дф- 
ломъ были высоки въ странЪ, то можно бы перейти къ чистой бумаж- 
ной формВ денегъ, когда 9 =0, и къ власти понят чистато разума. 
Но на дфлЪ лукавство страстей этому всегда м5Ьшаетъ. 

По причин лукавства люди безт, матеральныхь закладовъ не могутъ 
полагаться па слово во многихъ дфлахъ, требующихъ, казалось бы, лишь 
честнаго отпошеня къ своему слову и къ слову ближняго. Но всякому 
обыкновенному лукавству есть предЪфлъ, который можеть измБрять науч- 
ная статистика и опредфлять запасъ гарант! противъ его господства. 

Ш. Достояне государства, высшей страховой инстанщи, гаранти- 
рованной жизнью и ипмуществомъ подданныхъ, будемъ считать неисчер- 
паемымъ. Земско-общественныя кассы гарантий, напротивъ, исчерпаемы, 
а потому покупають у высшаго страховаго института страховые по- 
лисы на случай, когда будуть прижаты къ стфиф м$фетнымъ злымъ ро- 
комъ, форсмажерными для нихъ кризисами. Вопросъ этоть тБено свя- 
занъ съ вопромъ о сти нащональныхь банковъ разпаго промышленнаго 
значеня. 

Задача эта ставить на разсмотрфне вопросъ о вфроятности несостоя- 
тельности кассы и о стоимости гараптирован1я исправнаго выполненля 
лежащихь на кассЪ обязательствъ въ случа} ея несостоятельности. Эта 
задача представляеть больлой интересъ въ виду связи ея съ важнЪй- 
шими вопросами финансовой и политической ариометики (ибо слову 
«касса» можно давать и прямой, и зллегоричесый смысль). 

Предполагается, что касса. обезпеченная наличнымъ фондомъ 4 и 
облзанная выдачею случайныхъ уплатъь &, Е,,..., Е», можеть оказаться 
несостоятельною, т. е. неспособною покрыть эти уплаты фондомъ 44. 


О 


Эта несостоятельность, очевидно. будеть имфть м?Ъсто тогда, когда 
окажется, что у: № < Е, —- Е, —- оо —- 2» ® ® . . ® . ® . ® (1) 


При этомъ услови касса не въ состолни покрыть вефхъ обязательных 
для нее уплатъ изъ фонда 4„, причемъ гарантирующий исправпость 
кассы для удовлетвореня непокрытыхъ обязательствь долженъ выдать 
сумму Е, На +... =, — 4... При этихь услов!яхъ разсматриваемая 
задача формулируется такъ: 

Задача. Касса обязана выдачею при извистныль независимить 
обстоятельствах т соотвътственныхь уплатз Е, Е.,..., 8„, обезте- 
чиваемыхль кз началу оборота наличнымь ея фондомё А„. который 
оказывается ментъе наибольшао значешя а! суммы а-не, +... Не, 
Администращя кассы обязана пробрости зарантаю, обезпечиваюииую 
выполнеше ея обязательства вь случаю несостоятельности. Какова втз- 
роятность Р несостоятельности кассы и какова стоимость Сзаранти 

ВЪроятность Р несостоятельпости кассы есть. очевидно, вЪроятность 
осуществлешя неравенства (1). Придерживаясь устаповленныхь въ & 19 
правилъ, замфчаемъ, что эть вЪфроятность Р совпадаеть съ вфроят- 
ностью Р (4... х”), гдф а" есть наибольшее зпачеше суммы =, +.-+...-Н2»- 
Отсюда сл8дуетт, что искомая вфроятность Р представляется такъ: 


бар. ............ 0 
7 


гдЪ АР, эсть вЗроятность равенства ® = в, +... + :г,. 

ДалЪе стоимость С гарапти исправности кассы въ случа ея несо- 
стоятельности опредфляется па основан1и слфдующихъ соображеншй. Если 
случится несостолтельность кассы, то для удовлетвореня пепокрывае- 
мыхъ фондомъ 4„ обязательствъ кассы гарантирующй долженъ выдать 
денежную сумму нЕ +... -н =, — 4,. 

Математическое ожиданеэтой суммы есть: 

(=, Ев, ...- Е — А»). АР +в +... +=. 
Сумма такихъ математическихь ожидан!, распространенная на всё воз- 
можные случаи, при которыхъ будеть имЪть мЪсто несостолтельность 
кассы, есть искомая стоимость С гарантии исправности кассы. Эта стои- 
мость, поэтому, представится такъ: 
а* 


с=© и 4.).4Р. > 
р: 


ы 
Вычислеше обоихъ количествь Ри С по формуламъ (1) и (3) свя- 
зано, такимъ образомъ, съ графикомъ вФроятности АР, для всфхъ зна- 
чен1й суммы # —= в а +... „ оть п = 4, до п = а" 


Вообразимтъ, что при неизмфнныхь прочихъ данныхъ задачи о гаран- 
пяхъ измВняется лишь наличность кассы, т. е. величина 4„. Съ этою 
величиною связана большая или меньшая прочность или созидность 
кассы. Устанавливая съ помош!ю теоремы Т 8 18 понятме объ этомъ 
свойств кассы, какъ о числовой величинЪ, условимся солидность пли 
прочность кассы въ отношенш возможности ея несостоятельности изм?- 
рять величиною, обратною количеству В = Имд: (А.— т), гд% по и 
9 суть мат. ож. ви (в —п,): ти А,„>я,. СОлёдовательно, чм мира 
В ближе кз нулю, ттмз прочнье или солиднье касса, ибо вфролтпость 
1 — Р состоятельности тфмъ ближе къ 1. Но худо, если солидность 
перейдетъ точку насыщеня, зарывая творческе таланты въ землю. 

Касса гаравтй сама трактуетъ себя какъ средняя страховая инстан- 
щя, покровительствующая мелкой частной производительной промышлен- 
ности, распред®лепной въ район ея дЪйствя. 

Формулируежъ здёсь еще примфръ, разсмотрьше котораго предоста- 
вляется читателю для уяснен1я предшествующаго. 

Примфръ. Сэираховое общество взяло на страхь большое число 
т зредметовх, стоимость которыхь по оцьикь опредълена суммами 
Е, Е, ...) 8». Эти суммы общество обязалось уплачивать по принад- 
дежности в5 случаь зибели тою или драюю застрахованназо пред- 
мета вз данный срокз. Въроятности чибели этиль предметовг пред- 
ставляются соотвътственно числами р/, р.',..., Я. Страховая пре- 
мя (ме считая приплаты в5 пользу общества и на содержание адми- 
нистрации) взимается в. размърь рь&„, соотвптетвующемь втроят- 
ности либели и стоимости =’ застратованназю предмета. Касса А», 
предназначаемая на покрыпие стоимости застрихованныхеь пошбщить 
предметовь, слазается в5 началь оборота изь наличнало у общеетва 
фонда А с5 присоединевемь во нему страховыхь премии. Опредълить 
в’зроятность Р несостоятельности кассы ч стоимость С ъзарантиро- 
вашя исполненя ея обязательств в5 случаю несостоятельности. 

Касса А„ въ этомъ прим фрЪ опредЪляется по формул вида: 


РВ 1.1 7! 
А = Ар, Е ре, +... НН ВыЕ».. 
Возможность песостоятельности наступаеть лишь тогда, когда будетъ 
имфть силу неравенство: А„< Е, +:,„-...+е’„, при чемъ общество 


обязано заручиться гарантей, если желаеть развить свои операщи при 
данныхъ условахъ безъ риска оказаться неисправнымъ въ исполнени 
свонхъ обязательствъ. Производяшйя функщи $, (9), $, (%),..., $, (9) 
вфроятностей перемфнныхъ в,, Е,,..., Е„ опредфляются по формулЗ вида: 
Фь (9) = 2». иеь + Рь’, 

= 1 2,.... т Ш =! — фр. 


— 96 — 


ПеремЪнное в, слТдовательно, имфеть лишь два значешя: е/ и 0. 
Примфръ этотъ, обобщающий теорему Пуассона, иметь практическое 
значен1с, 


$25. Логическая машина и здравый смыслъ въ ихъ антиномичности и 
соприкосновени. Основная нлассификащя числовыхъ и графическихъ 
закономфрностей, Панлогика. Неумирающ/й соборный разумъ. 


Если бы самостоятельность цезависимыхъ производящихъ (причин- 
ныхъ) факторовъ (свободная причинность) и вЪроятностная независимость 
производимыхъ ими лвлен!й исчезли, то въ процессф истори осталась 
бы лишь необходимость или крфпостная зависимость послЪдовательныхъ 
явлеши, обсуждаемая по логикф А «трехъ законовъ» (см. $ 15), въ 
которой умъ можеть быть замфненъ логической машинойДжевонса *). 
Но оперативная лигика Б теори вфроятностей противорфчить этой ма- 
шинообразности, дфлая ссылку на изъяны логики Ал на фасть множествеп- 
ности независимыхъ пндивидуальностей и апеллируя къ здравому смыслу. 

Эвристичесый здравый смыслъ Б’ теор вроятпостей опредФляется 
по отношеню къ логик .4 вышеизложенным учешвемь о зрадащяхть 
устойчивости итоговъ массовыхъ независимыхъ явлен1й, которая зави- 
ситъ отъ величины 9, входящей въ теорему Чебышева. 

Абсолютная устойчивость итога а перемфпныхъ х, у,..., и бываетъ, 
какъ мы видфли, тогда, когда въ теорем% Чебышева 9 =9 (1) =0. Жепе- 
ратриса Р’ ($) тутъ, какъ показывають равенства (2) и (8)—(8") $ 21, должна 
обратиться въ одночлень у%, которому соотвЁтствуетъь единственное 00- 
стовтъ)мое значене я, равное я; при этомъ строка (3) въ $ 21 должна 
свестись къ единственному члену и, общая паиболыпая м$фра # разно- 
стей значешй перемфннаго * туть сама собою отпадаетъ, дФлается любо- 
лытнымъ абсурдомъ или инимостью особаго рода, которая соотвЪтствуетъ 
уменьшешю числа изыфренй (скалъ) въ многообраза я + 1 измфрешй 
на одпо изм$рете. Въ совокупности вопросовь о совершенно устойчи- 
выхЪ итогахъ истори примфняются забопы логики .4, гдф умъ замЪ- 
няется машиной. Соотвфтствующия числовыя закономВрности или едино- 
образ1я назовемъ физтальными или машинообразными. Тамъ, гдф царятъ 
законы логики 4 и аподиктичесыя достовЪрности, а темнота вфроят- 
ности отсутствуетъ, —тамъ процессъ исторм предопредфлень и числовыя 
заколомЪрности осуществляются съ точпостью механизма, 

Но эти закономфрности имЗють продолжеше въ законахъ оператив- 


*) Джевонсь: «Осповы науки». — И. Слешински: Логичесная машина Джевонса 
(Въстпикъ опытной физики и олемевтарпой математики. Одесса, 1893).—.7. Аумюра. 
Апгебра логики. Цереводъ И. Слешинснаго. Одесса, 1903. 


ной логики Р, формулируемыхъ теоршей вЗроятностей для множествъ 
независимыхъ индивидуальностей, соедняенныхъ въ кооперацю, и для тъхъ 
случаевт, когда вышеуказанная величина 9 (1) болбе или мене откло- 
няется отъ пуля. Туть итоги ® переминыхь, являющихся плодомъ дфя- 
тельности УЁ пезависимыхъ операщй, возстановляемой оборотомё за 
счетъ плодовъ, не бываютъ совершенно устойчивыми; въ этихь процессахъ 
истор!и играють роль закономфрности, кардипальныя формулы которыхъ 
суть: 1) маграммы вфроятности и Чебышевская теорема о предфлаху 
колебашя среднихъ величинъ для случая независимыхь дЪятельностей Е, 
приносящихь олоды х (сравн. $ 15 и $ 18), и 2) нормативные законы, 
диктуемые для пезависимыхъ индивидуумовъ, какъ нразственныя и граж- 
данскя велфня, и нужвые для оргапизованнаго сопротивлен1я обрывамъ 
устойчивости цфнныхъ явлеш1й, независимыхъ и зависимыхъ. Эти зако- 
номфрности, направленпыя противъ кризисовъ и лукавствъ, назовемъ 
свободными въ отлич1е отъ фатальныхъ или машинообразныхъ. 

Между двумя указанными сейчась кардинальными типами законом р- 
ностей (между машинообразными и свободными законом рностями), отв$- 
чающими на третью изь кантанскихъ аптиномй (см, & Ти см. «Про- 
легомены»}, помфщаются промежуточные производные типы 204усв0б0д- 
ныть законом рностей, соотв®тствуюлие смфеи независимыхъ и зависи- 
мыхь перемфнныхь ($ 21) и образующеся апалогично тому, какъ равно- 
дфйствующая возникаеть изъ своихь слагающихь или составляющихъ. 

Въ отношении времени и пространства всф названные типы законо- 
мфрностей еще разъ подраздфляются на дв$ категории: 1) закономерности 
сосуществованая и 3) закономьрности посльдовательности. Эти типы 
закономфрностей. поскольку онф подчипяются формуламь логики 4, на- 
зываются (у Канта. Милля, Миито и др.) аналомями опыта и единооб- 
разллми ирироды. При этомъ логики, укрывающе существенную педо- 
статочпость «трехъ законовъ», имфють оптимистическй обычай: 1) зату- 
тевывать законы оперативной логики Б’и ея оцфику возможности обры- 
вовъь и катаклизмовъ въ единообразяхъ природы, кажущихся прочными, 
н 2) усыплять чувство заботы и духтъ изслБдованйя. 

Вт, динамикь общественнаго процесса логической машинё А соот- 
вЪтетвуетъь общественная механика, а здравому смыслу Б соотвфтствуютъ 
творцы мехапизма и средотдчя (какъ бы солнца) резервовъ, дающя 
движен!ю механизма направлене оть худого конца ожидавшй къ хоро- 
шему. Потепталы 5 и У типа, указаннаго въ таксологической теоши 
($ 22), возможны въ опредфленномъ жедательномь направлении въ 
долготу вЪфковъ истори лишь тогда, когда построелы на встьхз истори- 
ческих путяхжь государства падлежапия солнца — учрежден!я, кассы 
силъ, всасываюпия и выпускающя лучи—кредитныя посылки какъ слф- 
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дуетъ, чтобы оплодотворять творчество паселеня страны и выкупать без- 
численвыя, въ итог смертельныя погрВшности. 

Соединене логическаго пространства А достовфрныхъ суждешй съ 
металогическимъ пространствомъ Б вфроятпостпыхъ суждешй есть, какъ 
мы уже говорили, истинный с7х рйузсотит её теарйуясогит, прими- 
ряющий въ цельном5 познаши и здравомъ смыслВ (не простомъ, а паучно- 
философскомъ) разсудокъ и сердце (органъ вфры и опытнаго контроля). 

Логика А -+ логика Б вмфстВ составляють панлошку, предугадан- 
ную Гегелемъ, но неудачно имъ выраженную, ибо онъ, увлеченный 
пантеизмомъ и парламентаризмомъ, не умфлъ пользоваться концепщями, ма- 
тер!алами и эвристическими методами теори вфроятностей, какъ глав- 
ной части теори позван1я. ПанлогикЪ соотвфтствуеть коордивирующая 
и конструирующая панеомепуал, какъ графическая и числовая эстети- 
ческая наглядная планомфрность сосуществованя и послТдовательпости, 
имфющая корни въ воззрфши, и нансофая, какъ цфльный мудрый методъ 
чистаго и практическаго неумирающаго соборнаго разума, апрюрный и 
зпостерюрный (опытный). 

Тутъь при дополнении логики «трехъ законовъ» получается «включен- 
ное соборное четвертое» онтоломи А. С. Хомякова и М. Ф. Таубе *). 

Логику А можно назвать сплющенной, такъ какъ ея графикъ пе содержать 
скалы вфроятпости Р. Такъ сплющивается пространство трехь измфрений, 
переходя въ пространство двухъ измфрешй. Логику А + Б можно назвать 
объемной, распространенной графически наглядными закопами конкрет- 
ныхъ и идезльныхъ чиселъ. 


ГЛАВА У\У1. 


Учеше о в$роятноетяхъ а роБ%$ег10от1. Элементы 
вЪроятностной опытной теор!и познаня. 


$ 26. Теорема Байе и ея слфдств!я. Обозначене варащи вфроятй 
подъ впечатлЬнемъ фанта. 


Нужно заботливо формулировать отношене чистаго атргоризма 
къ чистому апостероризму. кь воззрЪию въ опыт неумирающаго со- 
борнаго разума, ибо апрорпыл разсуждешя и вЪфрованя (безъ дфлъ и 
испытан1й) еще слфпы, темпы и могутъь виадать въ иллюзи и обмапы. 

Вообразимъ опытъь, состояпий изъ двухъ частей, изъ которыхъ одна 
была наблюдаема, а другая осталась ненаблюденпою. Пусть въ той части 
опыта, которая была наблюдаема, произошло событе Ё:; ненаблюденной 
же части опыта пусть свойственно нзкоторое возможное собыше Е,. 
ВфФроятность этого событмя Ё,, посл того какъ собыме Ё было уже 








*) М. Ф. Гаубе: Сводъ основвыхъ законовь мышненш. Иетроградъ. 1909. 
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наблюдено, называется вфроятностью & роз{е7о7?. Въ числовомъ отпошеши 
вфроятность & ро5е7407ё событя №, есть то же, что и условная вфроят- 
ность собымя В, найденная въ предположени, что событе Е состоялось. 
Учеше о вфроятностяхъ & розёечотё имфетъ многочисленныя прило- 
жен1я въ опытныхъ наукахъ и въ статистикв. Во многихъ вопросахъ мы 
А рот! численныхъ значен! оперативныхь вфроятностей въ сущности 
почти даже и не знаемъ, и основываемъ свои практические выводы лишь 
на эбщихъ понятяхъ алгебры вфроятй и на численныхъ выводахъ изъ 
наблюдевшй, т. ©. & рофег1о:1. Отсюда видна высокая важность опытнаго 
ученя о вБроятностяхь & роегог!, побуждающая дорожить выводами 
этого отдфла теори вфроятностей, лежощаго въ основ8 исторической 
теор1и и опытнаго исчислешя варлащ вр (см. выше, $ 7) и флюкст 


или скоростей прироста впроятности р въ единицу времени т, счи- 
тая, что прирость бр (мфра сродства Е п №) совершается подъ дВй- 
стнемъ фактовъ за срокъ (т, т-+- 01) отъ момепта т до момента т-+ 5т. 

Основною теоремою въ ученм о вфроятностяхъ А рофегмог! служить 
теорема Байе: 

Теорема 4. Лусть С. С,,..., С, будутз несовмистимыя и всевоз- 
можныя зитотезы, свойственных динному опыту; пусть 9, Ч...) Чи 
будуть въроятности этихь зипотезь д0 начала опыта; р, р... В 
вусть будуть условныя въроятиости событая Ё при допущени соот- 
вытственныль зипотезь. Вообразимё затльмь, что событме Е состоя- 
40с%. При этилхь дачныта впроятность ®, инютезы (, & рояенот 
(т. ве. посль наблюденя событя Е) выразится тан: 


га а 

№19: -# №.4, К... + РЯ, 

Доказательство. Разсмотримъ сложное событе (ЕС,), состоящее 
въ совпадети осуществлеюя при данномъ опытВ гипотезы С, и собы- 
мя №. ВЪроятность Ы этого сложнаго собышя по теорем умножевя 
выразится двояко; съ одной стороны 

Н= Р.ъо,, 

гдф Р есть апрюрная вфроятпость собымя Е, & в, есть условная в$- 
роятность гипотезы С,, найденная въ предположеши, что собыйе Ё 
состоялось; съ другой стороны Я = 9,0ь. Поэтому Рю, = 4,0»; отсюда 


ой 


ДалЪе, на основани теоремы о полныхъ вфролтностяхъ, имфемъ: 


Р=рР4, -+ 2,4, +... НЧ. 


=, 100: 


Поэтому ы 9 
Е 


— р-р, 5... + Че 
что и требовалось доказать. 

Опред$лен!е вараци вЪроятности гипотезы. Пусть илпьютз 
мосто условя и обозначеня теоремы А. Варлашя 84, въроятности Чь 
зипотезы С, под впечатльшемь факта Е будет: 


Опредфлеше это согласовано съ $ 7. 

Газсмотримъ частный случай теоремы А, когда гипотезы С,, 
С....., С, до начала опыта, равновфроятны, т. е. когда 4, = 4, = 
—=4. =... = 9;. Въ этомъ случа будемъ имфть: 


откуда слвдуеть, что ®:4....: 6, == р: р: ...: В, 

Иначе говоря, если в5 предшествующей ттеоремь А зипотезы С, С., 
..., С; 90 начала опыта равновпроятны, то впроятногти тльть же 
зипотезь & роетоту (посль наблюденяя собъиия Е) будуть пропор- 
цаональны условнымь втроятностямь гобыття Е при допущен соот- 
втственныхь гипотез. 

Перейдемъ теперь къ теорем, которая есть слфдстве теоремы Байе 
и теоремы о полныхъ вФроятностяхтъ. 

Пусть 4, 4,..., 9; будут» въроятности несовмьстимыт и все- 
возможных зипотезе С, С,...., С» своиственныхь данному опыту; 
пусть р, р.,..., р, будуть условныя вьроятности события Ё при 
допущени соотвьтственныхь зитотезь. Вообразимь затльмг друшюе со- 
быте Е' и пусть т, г.,..., г, будуть условныя въроятности собы- 
пия Е при допущени соотвьтетвенныхь итотез С, С.,..., (0. 
Предположим5 еще. что собъище Е не виаяеть на условныя втроят- 
ности г, Т....., 7, событая Е’ при допущети вышеуказанныхь зц- 
потезь, т. е. эти условныя въроятности остаются такими же, как 
д0 наблюдещя событл Е, такь в послъь наблюденя этою события. 
Полная втроятность события В’ а рофето" (посль наблюденя собы- 
пая Е) должна опредъляться по формуль: ЕИ=гГю, тю, +... Тю, 

Теорема эта, вытекаеть изъ теоремы о полныхъ вфроятностяхъ, въ кото- 
рой вфроятности гипотезъ, при разсматриваемыхъ обстоятельствахъ, при- 
ходится разсматривать & розфег1о1т, т. в. вмфсто вфроятностей да 9. 
приходится брать «,,..., ®,. 

Если апр1орную вЪфроятность собыпя Е’ обозначимъ чрезъ А, то 
будемъ имЪть ея варацио 6Е подъ впечатлфн1емъ факта Е: 


0 = Е — А =7,94, + ",84, +... + тд. 
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УвЗрован!е въ гипотетичеекую причину, ноуменъ, 
пробрЪтаемое опытомъ. Пояенене на легчайшемъ 
примЪръЪ. 


Задача. Имьются три зруппы урнз: кз первой зруяпъь отно- 
сится п, урна, изь которыхь каждая содержить п, бълыхь и В, чер- 
ныть 3иароз; ко второй зрупть принадлежит п, урнз, изз которылхь 
каждая содбержить а, бълыхь и 6, черных шаровь: кз третьй фупть 
принадленсить п, урно, изз которыть каждия содержить а, булыхь 
и ), черных» шаровь. Всъ эти урны одипаковато вида и перемишаны 
между собою. Затмъ изь числа этить урнь наудачу вынута одна 
урна А принадлежащая кз неизвьстной зруптъ. Далие изз урны А 
произведено было $ 0а35 извлечеме по одному шару, причемь посль 
каждаю извленемя вынутый шарз возвращался вз урну. При этилз 3 
извлеченяхь наблюдалось слъдующее явлеше: бълый и черный шары по- 
явились соотвиятственно т и $ — т разь, слидул один за дрдимз вь 
опредъленном5 порядкь. 

Опрелф лить: 1) вероятности @& роз{ет107% то, что урна А при- 
надлежитз кь той чли друюй изь выпцеуказанныхе зруппз (либо къ 
первой, либо ко второй, либо кь третьей), и 9) въроятность & рояе- 
74073 тою, что при в будущихь извлечешяхь изъ урны А по одному 
шару бълый и черный шары появятся соотвътетвенио и раз и — в 
разг, сльдул дру за друйюмз в5 какомь бы то ми было порядкь. 

Рф шен1е. Содержимое урны „4 аналогично невидимой вещи въ 
себ (ноумену). ЗдЪсь возможны три гипотезы: 1) урна А принадлежить 
къ первой групп, 2) урва .4А принадлежитъ ко второй групи и 3) урна 
А принадлежить къ третьей групиЪ. 

Назовемъ вфроятности этихъ гипотезъь соотвЬтственно черезъ 4, 4, 
и 4.. Полагая п = и, +- н, -- и., будемъ имЪть: 


п, ®. п, 
9, — —. Е 9 — ч` 


Допуская каждую изъ трехь вышеуказанныхъ гипотезъ, опредЪлимъ за- 
тфиъ соотьфтственныя условныя в?Фроятности #2, р, и р, того, что пря 
3 — кратномъ извлечени изъ урны 4 шара, б$лый и черный шары по- 
явятся соотвЪтственно т разъ и $ — т разъ, слфдуя другъ за другомъ 
въ опредфленномь порядкр. Вфроятности эти будутъ: 


—_ а, | в, > 
р. — о) ща 9! ’ 


| | а, р т, 1) __ “) й _ 6, __ —т 
Р:— (5 — т (;. —= 2, р (: — 5, В т: х 
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ОтвЪчая теперь на первый изъ предложенныхъ въ задач вопросовъ, за- 
м$фчаемъ, что упомянутыя вЪ этомъ вопросз вЪроятности суть в%роятно- 
сию, ®, и, & рофетог! трехъ вышеуказанныхь гипотезъ. На осно- 
вани теоремы Байе вфроятности эти представятся такъ: 


29, _ 


арии 


р.Ч;: -+ 2:9, 43 
ш, = Р:9 _ | «, = ____ Рз@з 
2,9, — Р.9, + Р:4: 2.9, — 2.4. — 2.4. 

При большомъ 3 числа 2 и $—т, по теореиф Я. Бернулли, будуть 
почти пропорцюнальпы числамъ аиб бБлыхъ и черныхъ шаровъ урны 4. 
Поэтому опыть можеть дать основан1е увЪровать въ устройство урны 4; 
оно будеть соотвфтствовать наибольшему изъ чисель ®., ®., ю,, кото- 
рое будеть стремиться къ 1 при пеограниченномъ возрасташи $. Но это 
познал1е—ирращональное; опо будетъ только вЪрою. Курсъ вфроподобной 
гипотезы въ опыт поднимается, а курсы остальпыхъ гипотезъ роняются. 

Приступимь теперь ко второму вопросу задачи, гдф принимается во 
вниман1е тоть же поуменъ. Допуская каждую изъ трехъ вышепоказанныхъ 
гипотезъ, пайдемъ условныя вЪфроятности р,’ и фр. и р. того, что при в 
извлечешяхъ изъ урны А шара бфлый и черный шары появятся соотвфт- 
ственно 4 разъ и с — 4 разъ. Будемъ имфть: 


1 (в а, .( Й | 
ви = 21 (, а а-+ь/ ° 


и 28 — ` |, рев 
неа, 


гдь (№, есть число сочеташй изъ с элементовъ по в. Эти условныя втф- 
роятности таковы, что сдфланпыял при $ прошедшихъ испытан1яхъ паблю- 
деня не влаяють на эти условныя вфроятности. Сл$довательно здЗсь при- 
м}нима вышеуказанпая теорема о полхыхъ вфроятиостяхъ А розегом. 
На основаши этой теоремы требуемая вторымъ вопросомъ задачи вф- 
роятность выразится такъ: Р, „= р Ш, рю, + р... 





$ 27. Приложенше теоремы Байе нъ вфроподоб/ю свидфтельствъ, при- 
мЪть, знаковъ, уликъ, совфтовъ о средствахъ для цблей. Собирание 
вфроподоб!я посредствомъ опроса многихъ лицъ. М!рской судъ. 


1. Положимъ, что обсуждаемъ нфкоторое возможное собыце 0, вЪроят- 
ность котораго обозпачимъ чрезъ р. ВЪФроятпость противоположнаго со- 
бытя не— О пусть будеть 9. Вообразимъ, что процессъ, которому свой- 
ственно обстоятельство С, совершился пе при насъ самихъ, причемь 
нфкоторый свидВтель 4 удостовфряетъ, что событе 07 состоялось. Допу- 
стимъ далЪе, что свидфтель „А въ свопхъ показашяхъ способенъ оши- 
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баться. Назовемъ черезъ Р апрорную вфроятность того, что 4 не оши- 
бавтся въ своемъ показаши Е, а чоерезъ © вфроятность противоположнаго 
событ!я, т. е. того, что А ошибается въ своемъ показаи Е. Послв 
показаня Е свидфтеля „4 вфроятность того, что собыпе О’ произошло, 
очевидно измфнится. Эту то вфроятность & розегюот! и надо найти. 

Будемъ разсматривать лвЪ гипотезы С, и С,: 1) собыйе 0 состоя- 
лось и 2) собыме (7 не состоялось. До паблюденя показаня свидфтеля 
„А вЪфроятности этихъ гипотезъ будутъ: 

9 =р и 9-9. 

Роль наблюдениаго нами самими событая А въ разсматриваемой задачЪ 
играеть показане свидётеля А, что событе (7 состоялось. Прежде вся- 
кихъ наблюдешй, условная вфроятность р, осуществленя этого показан1я 
при допущен!и первой гипотезы С, есть то же, что вфроятность того, что 
свидфтель А не ошибается въ своемъ показаши, т. е. р, = Р; условивя 
же вфроятность р, осуществлен1я вышеуказаннаго показаня при допу- 
щен второй гипотезы С, есть то же, что вБроятность того, что свидф- 
тель 4 ошибается въ своемъ показани, т. е. р, = 0. 

ПослЪ показашя Е свидфтеля 4, утверждающаго, что событ1е 0 со- 
стоялось, вЪроятности ®, и ®, вышеуказанныхь гипотезъ пли, иначе го- 
воря, событй О и не—О`представятся на осповаши теоремы Байе въ слф- 
дующей формЪ: 


РР не ть 
ЕО ‚ р=®, —р. 94=%,—49.. (П 


РЪшенная здЪфсь задача, есть основная въ приложешяхъ теори вфроят- 
ностей къ вопросамъ о свидфтельскихъ показан1яхъ и о судебвыхъ приго- 
ворахъ. Приложешями этими занимались Кондорсе, Цузссояъ, Остро- 
градеюй, Курно и друге. 

Формула (Г) говоритъ, что апостерюрная вфроятность «, изслфдуемаго 
явлен1я (7 бываеть либо болфе первопачальной вфроятности р (8р > 0), 
либо менфе ея (бр < 0), смотря по тому, будетъ ли Р>5 или Р< - 
При Р >5 соотвзтствующее показане (свидЪтельство, приговоръ) назо- 
вемъ влроподобнымь или правдоподобнымз. 

Въ судебномъ л$л$ вуженъ подборъ в#роподобныхъ показашй, если 
хотимъ имфть порядочный судъ. Слфдовательно, необходимы отводы отъ 
участя въ судБ многихь элементовъ, не обладающихъ вфроподобемз. 

Формула (Г) вышеприведепной задачи можеть быть перенесена на 
розныя апалогичесмя задачи, при падложащемъ истолковани соотв’Бт- 
ствепности терминовъ данной задачи и аналогической задачи. 

П. Вообразимъ, напримфръ, естественную иримъту Е явлена 0, ко- 
торая, совершившись, косвенно свидЪтельствуетъ и о совм стимомъ собы- 
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ти 0, положимъ, ст вфроятностью Р безошибочпости этого свидЪтель- 
ства. Въ этой аналогической задачф, при наступлеши примфты, примф- 
няются вытоприведенныя выражен1я вфроятности ®, п ®, явлешй 0 и 
не—Г/. Примфтами и вещественными уликами пользуются сельское хо- 
вяйство, медицина, метерологя, судъ и пр. и выводятъ этимъ способомъ 
мпожество основательпыхъ заключен, къ которымъ курсъ довфр!я под- 
нимается выше и выше, если в$роподобныхъ примЪтъ накопляется въ со- 
смфтанномъ порядкз много. Наука пользуется символами —примфтами идей. 

Обобщая этоть гносеологическй способъ, мы разсмотр®ли въ «Теорш 
вЪроятностей» варбацю даграммы вЪроятности АР» „ перем инаго цзн- 
наго нтога болыпого числа независимыхъ и зависимыхъ поеремфнныхъ 
($8 19 и 21): вамащя эта зависить оть констатированной дфятельности 
людей и видимой природы, отъ накоплен1я показан!й и естественныхъ 
прим$ть въ соборномъ разум%, а въ промышленности оть накопленя спро- 
совъ, предложен! п услугт, вырабатывзлощихъ экономичесяя цзнности. 

Гипотезы Сун С,, соотвфтствуюция песовы5стимымь обстолтелъствамъ 
О н не — (У. могуть имфть различный характеръ: гипотеза С, можеть 
быть мысленно прлурочена къ идеф [7 нпемэлер!альтаго, по пЪфиваго 
дфйствующаго характера, какъ познан!е, долгь, поняття, запов$ди и пр. 
опа можеть быть мысленно прикрвилена и къ идеф О физическаго труда 
и матеральной пользы или выгоды. 

Идея того или другзго рода въ роли умысла или цфла, индивидуальной 
или, наоборотъ, общественной, стремится къ соотвфтственному воплоще- 
ню или бытио въ дЪйствительности. Понят!е гапотезы С, слфдовательюо, 
можеть быть связано съ понлиемъ цфли и пригодности средствь УЁ 
или 44 движеня кт, пфли. 

11. Разсмотримъ еще вопросъ о консультащяхъ свъдуииесь лица, ру- 
шающихъ вопросъ относительно средств5 для цтьли. СлЪфдовательно, теперь 
изслфдуемое лвлеше (7 стоитъ впереди, а по мозади настолщаго момента. 

Средство М есть пригодная для умышленной цёли 0 вещь; использо- 
ваше ея приближаеть и прямо приносить благо (питан1е. имущество, 
увфренность, вфру, знаше, правосуде и пр.). Будущее благо и есть 
цфль, для которой стоитъ запасать средства. Символичесяя учитываемыя 
мЪры, вакъ книги, законы, честное слово, историческя записи жизиен- 
ныхъ предпосылокъ и талантовъ у сословй и професай, заппси бав- 
ховъ, деньги и пр., считаются за виды и роды средствъ М. 

Пусть явлен1е (7 есть цфль будущаго времени; & мЪсто свидфтеля А 
вышеприведенной аналогической задачи пусть заступаетъь свфдующее лицо, 
выбирающее или совфтующее средство М для цфли С. Пусть совфты 
или внушеня свфдующаго лица оправдываются нё дЪлЪ съ вБроят- 
ностью Г’. Послф рфшеня исполнить совфть вфроятности ®, и ®, буду- 
щихъ явленй С и не— 0 учитываются помопию формулъ (1). 
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Распространимъ эту задачу на множество свфдущихъ лицт, о мнфи 
которыхъ справляются. Пусть обращаются къ я экспертамь №,. №,,..., № 
по вопросу о цфлесообравпости средства М для цфли С. которая неза- 
висимо оть средства М пусть имфетъь начальную вЪроятность р *“). От- 
вфты отдфльныхъ членовъ коллеми экепертовъ пусть независимы оть дав- 
лешя на нихъ и разлфлились такъ: эксперты №, №,,..., , своими 
голосами .утверждаютъ цЪлесообразность средства М, а эксперты 
№... М, напротивъ считаютъ это средство пе цфлесообразнымъ. Вф- 
роятности явлешй С и не—О’` до производства справочной анкеты пусть 
были ри 4; посл опроса экспертовъ вЪфроятности тВхЪъ же явленай 
пусть будуть &„ И ®.„. Эти вфроятности представятся таку: 





я = в г = и, в. <, № (Ш) 
г А—=Р,.Р....Р,.(1— Ру... (1-—Р.), 
В=(1=рР,).(1-—Р,)...(-—Р). Ви... Е; 
при чемъ Р,, Р,,..., Р, суть вфроятностия, что соотвЪтственные эксперты 
М№,, №.,..., №, не ошибаются въ своихъ утвержденяхъ. Выражевя (ТТ) 


легко получить при помощи полной математической индукции (заключения 
отъ ® къ ий -+ 1). основываясь на формулахъ (Г). 
. В 
Если число д окажется весьма малымт, то средство ЛМ окажется 


почти достовфрнымъ. Малость же величины 





зависить отъ того, насколько велико число и вфроподоб1е голосовъ, кой 
сконцетрировалисеь на сторон$ рЪшевя употребить средство М для 
цьли (7. Единогласе поднимаеть вЗролтность ®,,„. Но даже одинъ до- 
стовЗрный голосъ можетъ поднять ее до достовЪфрности. 

Полезно замфтить, что эта концептращя правлоподобя или вЪро- 
подоб1я распространяется Пуассономъ на гражанске и уголовные суды 
присяжныхъ. 

Нужно имфть въ виду, что эта концентращя достигается тогда, когда 


имЗемъ: ] 
Р. > т=Ь2,...п. о: .. (Ш) 


Эти неравенства являются однимъ изъ услов!й вфроподобля рёшенйй 
судебной и экспертизной организащи и того общественнаго мнфея или 


*) Для собирая и подачи совзтовтъ свздующихт, лицт. учреждаются эксперт- 
ныя палаты, административные совфты и пр., в ипогда двлеется ооросъ (анкета), 
Для вопрововъ законодательства учреждаются госуд. дума и госуд, совфгь, выра- 
бигыпающ!о заковы М, кактъь средства для цфаей хорошаго управлев1я страною. 
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мрского суда, къ которому можно и должно прислушиваться. Если же 
преоблалаютъ противоположнныя перавенства, именпо: 

Р.< : 
то судебная организащя, парламенты и общественное мифы будуть 
слишкомъ часто подносить лукавыя или невёроподобныя р$фшевя. Та- 
ковъ судъ толпы, судъ площадной. 

Высота вфроятности ®‚„ приговора зависитъ отъ числа #; но оназави- 
сить не оть одпого только числа # обвиняющихъ голосовъ, но и оть 
прозорливости и опытности этихъ голосовъ, отъ блвзости количествъ 
Р,Р.,....Р, и оппозищонныхъ количествъ -Р,.., Ру... Р, Бь 1. 

Доктрина рЪшен!я вопросовъ м:рскимъ судомъ по большинству голо- 
совъ поддерживается какъ будто бы всеобщая истина множествомъ со- 
физмовъ. Эта доктрина не всегда вЪрна; она однако же вполпф вфрна, 
напримфръ, при одинаковомъ вфроподобш судей—эксиертовъ, т. е. при 
РР, =... = Р, > 5. 

При услов!яхъ (1) можно построить судъ, привлекая для разбора 
каждаго дфла 2 присяжныхъ засздателей. Ошибки рёшеня этой апстан- 
ши исправляются, въ порядк® кассашй и апеллящй, высшею инстанщей 
съ повышенпою компетентностью Р судей. 

Формула (Ш) пе годится для зависимыхъ голосовъь №,..., М, 

Весь этотъ методъ пе нужепъ и негоденъ тогда, когда рфшеншя 
строятся не опытомз опроса, а готовымъ знашемъ, гдф дань исчерпы- 
ваюший принципъ и методъ и гдз нфтъ нужды брать въ соображеше 
разныя верфи для перехода отъ неизвъстназо кз извъетному, отъ ноумена 
*5 феномену. 

Туть рётеня строятся другимъ выводомъ, даваемымъ 40зическою ма- 
шиною А (см. выше, $ 25), связалвою съ абсолютно твердыми законами 
физической и метафизической необходимости. 

Во всякомъ случа$ графикъ со скалою вфроятности способенъ эври- 
стическимъ методомь и индуктивными уравненями 5$ 15, распростра- 
ненными на показатели духовной культуры (ноумена), проникать въ духъ 
народа. 

ТУ. ПрныВнимъ равенства (1) къ выяспеню слфдующаго важнаго по- 
стулата, относящагося къ мру абсолютныхъ и приблизительныхъ досто- 
вфрностей. 

Постулать. Если вещь О достовърна а рот (р = 1), то она 
достовтърна и & роет" (в, =1) посль свидутельства. 

Постулать этотъ есть очевидная логическая и онтологическая аксюма, 
если впруорная достовфрность вещи (7 абсолютная, полная, а не при- 
близительнал. Но тоть же постулать оказывается не абсолютно твер- 


а ПО 


дымз правилом, имЪющимъ извянз или неключещя, осли достовфрность р 
вещи (7 не абсолютная, а приблизительная. Равенство 


совпадающее съ первымъ изъ уравнешй (Г), показываетъ, что эти исклю- 
чен1я бывають тогда, когда, при весьма маломъ 1|1-— р, количество У 
оказывается не настолько малымъ, чтобы имъ пренебречь. Такое подозри- 
тельное обстоятельство или иззянз доказательства (лакуна) бываетъ при 
весьма маломъ Р, т. е. при невфропоби свидфтеля. Если же Р не 
весьма мало, то постулатъ сохрапяеть силу для приблизительной досто- 
вЪрности р; напримфръ, при РЕ='/, число / мало, если р удовлетво- 
ряетъ неравенствамъ: | > р> 0,99. 


$ 28. Теорема, обратная теоремЪ Бернулли. Обратное дфйств!е про- 
стЬйшаго закона большихъ чиселъ. 

Въ теорему Я. Бернулли (см. $ 11) входятъ три числа: $, ти р, 
изъ коихъ числа $ и р считаются данными, а число т гадательное. 

Если же число р неизвфстно, а число и дано наблюденемъ $ испы- 
танй, то является вопросъ объ «обратной» теоремЪ Я. Бернулли или 
объ «обратномь дъйстви» этого простого закона большихъ чиселъ. 
Этому дФйств!ю соотвфтствуетъ то, что вфроэтность и частость сближа- 
ются, какъ два лица Януса, бога философии истори, приводящаго къ 
системамъ индуктивныхъ уравнений (см. $ 15). 

Обратная теорема Я. Бернулли прощо всего доказывается съ помощио 
постулата $ 27, п. ГУ, исходя изъ «прямой» теоремы, дающей апрорную 
достовзрность неравенствъ (4) $ 11. По такъ какъ эта достовзрность 
только приблизительпая, то тутъ надо имфть въ виду небольшой изъьянъ. 


$ 29. Четвертая антиномя Канта (о необходимомъ Существ5). 


Люди. касаясь жизнепныхъ субстаншональныхь вопросовъ, 3406о0- 
дневно заинтересованы въ установлеши разрфтающихъ формуль, резоль- 
вентъ, по третьей антином!и «Критики» Канта и его «Пролегоменовъ» 
(свободная причинность или только необходимость?). 

Но по плану «Пролегоменовъ» за третьею антином1ей должна слфдо- 
вать Четвертая — о невидимомъ Абсолютномъ Существ$ (въ ряду м1ро- 
выхъ причипъ есть ли необходимое существо или же въ мръ все случайно?). 

Легчайтй примфръ 5 26 показываетъ, что послфдовательный опытъ 
при данной схемБ можетъ привести къ познанию невидимой, но постоян- 
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ной гипотетической причины. Абсолютъ, какъ постоянная невидимая 
причина (субстанщя), дЪйствующая въ мровой жизни, аналогически по- 
знаваема религознымъ опытомъ, который есть послфдовательный духов- 
ный подвигъ (см. «Мысли» Паскаля). Естественное богопознане, дости- 
гаемое въ духовпомъ подвиг, не есть познате лицомъ къ лицу, но по- 
знане по слздамз, дфлая субстанщональную гипотезу, что Абсолютъ 
живеть и ВЪ «устойчивости мропорядка» и въ промысл или «движен!и 
вещества» («Богъ» Державипа; см. также проф. С. Глазолева: «Сверх- 
естественное откровене и естествепное богопозване внф истинной 
Церкви», стр. 20 и 239—342. Отдфльные оттиски изъ журнала «ВЪра 
и разумт» за 1906 годъ. Харьковъ). Противоположиостью живому Абсо- 
люту стаповится чисто формальная, но магачески дЪйствующая, симво- 
лическая мертвая сила вздутаго бумагою золотого тельца, т. е. сила 
фики!и, хитроумной спекуляща, которой сподручны низпия религи. 


Ц$нноеть порядка въ познающемтъ и познаваемомъ. Виды 

взаимныхЪ притяжен!й и отталкивашй въ иеториче- 

ской динамикЪ и системы расопрядка (гармон1и). Нрав- 
ственный мропорядокъ. Соотношен1е вознанйй. 


Порядокъ, гармоня въ познаваемомъ и познающемъь и въ словф, 
представляеть для сознашя величайшую цфнипость, противополагаемую 
Хаосу и Ночи. ГдЪ вовсе пе отстоялось этой субъоктивно-объектив- 
ной соборной цфнностп, тамъ пемыслимо говорить о яспомъ предвидфни, 
о свобод, о подвиг, о равномъ правЪ, о любви и другихъ цфаностяхъ. 

Перечислимъь важнЪйцшия системы гармоши и соотвфтетвуюпия силы 
притяжен1й и отталкиваюй въ исторической дипамибЪ. 

а) Всем рное тяготфн!е; этой силЪ соотвфтствуеть ньютошанская ме- 
ханика, какъ остоявпийся космичесый порядокъ. 

6) длектро-магнитныя притяженя и отталкиван1я, развиваюшщ/яся въ 
невЪфсомой и вфсомой средЪ; этой противоположности силъ соотвфтствуетъ 
электромагнитная механика съ теорей лучеобразнаго расиространетя 
свЪта, тепла, химичтоскаго агента, электрическаго телеграфированя и пр. 

в) Сродство и нейтральность частичныхъ химическихъь элементовъ; 
этой противоположности частичныхъ силъ соотвЪтствуеть механика ча- 
стичныхь силъ, включающая законы хим!и и молекулярной физики. 

г) Экономическое тяготфн!е субъекта кь предметамъ имущественнаго 
недостатка и вейтральность къ предметамъ избытка; этимъ противо- 
положнымъ силамъ соотвЪтствуетъ таксологически направляемый размЪнъ 
благь, простой и усложненный при помощи деногъ, какъ общаго сим- 
волическаго мфрила, съ участемъ учрежден финансоваго правом ри. 

д) ТяготЬ!е къ истинф и добру и отталкиваше нжи, тяготфше кь пра- 


— 109 — 


вильному порядку или гармоши (опа же красота формы) и отталкиван!е 
безпорядочности или хаоса; этимъ духовнымь силамъ соотвзтствуютъ в$ро- 
атностное сродство событ! и нравственный м!ропорядокъ, расчленяющийся, 
въ виду порочности человфческой воли, на два порядка: [) «божественный 
порядокъ», возникаюций частю естественно (по требоватю жизненной 
необходимости), часттю добровольно, при зпанм предписанй закона и 
подъ впечатльшемт идеаловъ правдолюбя или божеской объективности, 
и 2) порядокъ гражданскаго препуждешял, если не хватаетъ туть или 
тамъ въ паличности доброй воли слфдовать предписан1ямъ закона. 

Притягатольпыя силы правственнаго м’ропорядка, дфйствующ!я въ 
сторону Солнца этого небосвода (Солнца правды), образуютъ между 
притягиваемыми элементами метахимичесюя пормальныя органическая 
структуры. Притягиваемые въ эту сторопу (+) элементы, ихъ центры, 
мыслятся распредЪленными въ звЁфздной массф людскихъ одушевленныхь 
сознанй $. Ложь же образустъ аптипомическое, противоположное при- 
тяжеше въ сторону (—) «виттренпяго софиста», «отца лжи», «злого рока». 

Въ душахъ людой поселяется извЪстная борьба двухъ пачалъ;, по дфн- 
ность правственнаго мропорялка, которую лишь пужно умфть выставить 
людямъ на показь, щедро сЪять въ людомя души, заставляеть вфрить 
въ его побЪду. 

ЕЕ Реиз ш пом, аоцааие саезсйта$ Шо: 
Пиребиз 6 засгае зопша мопН$ пабе. (Омашз, Еази, УТ 5). 

Субъективную Ффюрму созпаня, трактуемаго въ вфроятностной теорли 
познашя, М. Ф. Таубе (см. «ПознаневфдЬше») изображаетъ концентри- 
ческими темными кольцами: степень бЪлизпы кольца означаетъ степень 
проясненности мысли, чернота обозпачаеть темпоту незнан1я. ВнЪшиее 
пространство веБхъ колець наполнецо густою черною краскою, обозпа- 
чающею темпоту незнашя субъектомъ А внфшняго или трапсубъективпаго 
(въ математик —трансфинитнаго). ЗатЪмъ, по пути отъ этой черпоты къ 
центру колецъ, кольцевыя полосы становятся болфе и болфе бфлыми, соот- 
вЪтствующими треню субъекта съ субъектами; наиболе бЪлое кольцо 
соотвФтетвуеть самосознашю. Въ цептрф же этой системы % стоить опять 
весьма темпое илтнышко *), ему соотвфтствуетъь незнаве самого себя, ибо 
человфкъ часто пе можеть дать самъ себф отчета, какъ онъ поступить 
въ будущемъ или какъ онь совершилъ то или другое дфйстве вопреки 


самосознан!ю. 
Человфчесяя общества представляютъ сочетаня или созвЪздля: 


Собирательное совЪстливое сознаше, имфя вфрный канонъ и запасы 
силъ, способно выкуцать ошибки пезнашя; «евфтъ во тьм$ свфтить», онъ 


*) Это пятнышко скептиковь превращается въ ярюыЙ руководящий СвЪтъь взры 
дли тАхъ „я“, кои увБровали до прозрфЧя. 


0 


могт, бы водворить покровительство и миръ нз землф, если бы невфже- 
ство и лукавство не вносили въ канонъ револющю, отрицательный про- 
дуктъ свободы воли. 

Школа съ ея искусствомъ народнаго просвфщен1я должна считаться 
съ формой субъективнаго сознан!я, ибо реформа сознавя темныхъ людей 
есть одпо изъ важнфйшихъ услов!й движешя по пути отъ неизвфстнаго 
къ извЪстпому, оть мрака къ истинному свфту Абсолюта и кь торжеству 
траединетваь правды, блага и красоты вадъ ихъ противоположностями. 

«ВЪрующее воспр1яте» и «вфроятностное озарене» нужно отличать отЪ 
«мистическаго воспрятя» и «маги». Это различ1е отдфляетъ научную 
философию своболы и необходимости отъ философии мистическаго воспрйя- 
ия (Н. Лоссшй, Н. Бердяевъ). Оргалъ мистики, бумага и языкъ, есть 
оруд1е игры и колоссальныхь подм5иъ понятй. Научная философая бе- 
ретъ подъ судъ мистику свободы, игру, вбирая въ себя очищенное пита 
ше и оть вфры, и отъ науки, кои 06% внушаются чоловЪчеству универ- 
сальнымъ разумомъ и входятъ своими функщями въ учреждетя. 

Злободневности, примыкаюция кь третьей антиномши, и крайности 
солипсизма и жадности хозяйствующихъ субъектовъ исправляются лишь 
на почвф вфры, какь познаня живого Абсолюта. У релитозныхъ обществъ 
установились тысячелфтия схемы этого позпатшя, и работаютъ по этимъ 
схемамъ какъ свящелпики, такъ и мряне. При добросовЪфстпомъ прим$- 
неши графиковъ в$роятности и инлуктивныхъ уравнешй $ 15 открыгя 
(«эврика») общественной науки и Откровен1я религи сходятся и допол- 
няютъ другъ друга въ истори. Онтологическое и космологическое доказа- 
тельства быпйя Бога ирращональны, но не такъ плохи, какъ думаетъ 
Кантъ. 


3 30. Конструктивные типы машинообразныхъ и немашинообразныхъь 
оборотовъ въ исторм. Комбинаторныя трбангулящи. 


Будемъ опять обсуждать конструктивныя историческая задачи, течетя, 
графики и загадки. 

Возвратимся къ указанной въ $ 15 схем, намфчающей законами боль- 
шихъ чиселъ суммарную предустановляемую гармоню (распорядокъ) обо- 
ротовъ въ историческомъ процессф, гдф при разумности хозяйства расхо- 
дуемая дВятельность ХЕ послфдовательно, хотя и съ колебашями, возста- 
вовляется за счетъ плодовъ. Работа этихъ предустановляемыхъ оборотовъ 
(возстаповлен1й) разлита широко въ интервалахъ (т, т-- Ат) истори. 
Неумирающще собирательные оргапизмы земного шара, государства, наци, 
кореннпыя культурныя общества, ком назовемъ отечествами, могутъ вЪчно 
ткать канву паблюден!я этихъ оборотовъ по извфетнымъ научпымь схе- 
мамъ и точно устанавливать научнымт опытомъь соразм5ренные запасы 
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противъ обрывовъ равнов$с1я между расходомъ и приходомъ, съ доста- 
тозпымъ превышешемъ прихода надъ расходомъ. 

Назовемъ важнуйпие тнпы издержекъ и числовыхъ оборотовъ и гепети- 
ческую связь между ними.— связь чрезъ вфроятность, или «включенное 
третье» можду да н нфтъ, вызвавное множествомъ независимыта случайно- 
стей и играющее роль не только въ формулахъ законовь мышлешя п сомнЪн1я 
(поправляющихъ логику «трехъ законовъ» при ршеши «открытыхъ вопро- 
СОВЪ» и мровыхъ задачъ), но и 65 формулахь связи причинь и саъдетвей. 

1°. Естественио-историческай оборотъ въ царствЪ растенй и живот- 
ныхъ, совершающйся по слВдующей кратко выраженной формулБ связи: 
чиздерживаемая культура (посфвъ) предшествующаго перода — возста- 
новлеше и прирость — издерживаемая культура послфдующаго перода». 

22. ЧеловЪ ческий историчесый блометричесый оборотъ, совертающийся 
по формулБ связи: «вымпрающее поколёше отцовъ — дфти — поколрве 
послфдующаго перюда». 

3°. Ежегодные обороты неорганическихъь стих, повторяющиеся ва 
земномъ шарЪ, именно: обороты тепловой, свфтовой и электро-магнитный; 
обороть прФсной воды на сушВ и въ организмахь; оборотъ кислорода, 
углерода, азота и другихъ элементовъ атмосферы и пр. 

4°. Финансовый торговый и дипахпчесяй оборотъ. Его служебная 
историческая формула разм$на экономическихъ цфиностей такова: «издер- 
жанныя за товаръ деньги (себфстоимость)—-товаръ—вырученныя съ по- 
купателей деньги». Тутъь ипогда м$сто товара заступаетъ наемный трудъ, 
трактуемый какъ «товаръ» своего рода.— Въ указанной фанансово-эконо- 
мической формул$ бываетъ необходима, при обсужден всеобщей связи 
явленй, логическая перестановка, разсматривающая тоть же историче- 
ск оборотъ въ другомъ чередовашия причинъ и слЪдетвй — именно, въ 
томъ чередованши, которому соотвфтствуеть формула связи: «товаръ — 
деньги—товаръ слфдующаго пер!ода». Первая по очереди причина (деньги) 
прежней формулы становится въ новой формулЪ слБадствемъ, а прежнее 
слфдстве (товаръ) становится по очереди на первое мфсто, т. е. стано- 
вится причиною. Если «товаръ» второй формулы связи представляется 
трудомъ мысли или рукъ человфка, то онъ бываеть не только по фор- 
мулЪ чередован1я, но и существу долею первопричины въ новообразо- 
ваши богатства, параллельною творческимъ силамъ природы и денеж- 
наго капитала. Деньги являются въ экономическомъ процессв какъ 
обычнымъ товаромъ, такъ и мфрящею символическою движимою и дви- 
эюущею цфнностью, служебно необходимою въ качеств знаменателя ры- 
ночной оцфнки и для образован!я односторопнихъ формулъ пени, налога 
и правооборота при установлени судьбами государства, посредствомъ 
сфти банковъ и обложешй, общей правомфрной прогматической связи 
явлешй, пратекающихъ въ экономическомъ историческомъ процесс$. 
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5°. Историчесвй оборотъ личнаго состава смертныхъ ипосителей тра- 
дищоннаго знан1я, традищй вЪры, оборотъ личной работоспособности и 
технической тралищи для общественнаго служен!я и для различныхъь 
видовт цфнной, важной практики. Его формула связи такова: «мастера 
работы (духовной, ввутающей творчество, и мускульпо-первной) — уче- 
ники — мастера послфдующаго порода». 

Благоларя оборотамъ, издерживаемое, перемфнное, смертное возста- 
новляется, если резервными факторами, гражданскими символами и инсти- 
тутами права укрфплена достовфрноеть возстановленя. 

Безграничная повторяемость наблюдаемыхъ и испытываемыхъ пфиныхъ 
‘издержекъ и оборотовъ въ неограниченномъ рядЪ послфдовательныхъ пе- 
рлодовъ времени { дозволяеть примфнять къ этимъ повторнымь испыта- 
шямъ законы массовыхь явленй, трактуемыхъ теорей вЪфроятностей и 
теор!ей статистики, и массами исключать смертельныя и грубыя ошибки. 
Ибо на почвф повторпаго опыта и незыблемой теории можно устапав- 
ливать какъ средюя величины А, колеблющейся погрфшности Д, такъ 
взроятлости ея шатанй и истяжелые резервы противъ худшей шаткости, 
т. е. устапавливать осю стоимость укрутленая положешя, обезпечиваю- 
щую достовфрность амортизащи среды цфнныхъ элемептовъ. Эта стоимость 
дЪлаеть обоспованною достовфрность оборота цфнности въ пространствЪ 
законовъ случайпостей и погрфшностей. 

Историческая гепетическая скала соединяется сп скалою географи- 
ческою и съ скалами положительнаго закона, вводлщими въ процессъ 
истор1и вещный оборотъ, наукообороть, разныя меллоращи и граждан- 
Сюй правооборотъ противъ погрёшностей. Географическая скала на еди- 
ницахъ своей площади отифчаеть послБдовательно землевладье и ири- 
роду, развите, распространевие явленй и отложен1е отживтихъ явлешй, 
приложене ихъ кЪ «праотцамъ» и къ прежпимъ отложешямъ. 


СимволизмЪ. Юридически активныя вфроятноети и реаль- 
ныя течен1я. Элементы государетвенноети. Жизненный 
строй. Земщина и отечеетвенное верховенство. 


Во веЪхъ родахъ формулъ историческаго оборота мы встрбчаемъ 
включенный промежуточный чалень, промежуточное комбинаторное третье. 
Оно дфлаеть разрывъ ясности во взгляд$ на будущее и разрывъ опре- 
дъленности суждешя. 

Эти включен1я, комбинаторныя эпданзуллийи и разрывы опред$ленности 
сужденя вызываютъ къ жизни необходимость индуктивнаго метода и сим- 
волическаго связывашя явлешй; вызываютъ необходимость свлволическию 
мышлещя и параллельныхъь этому мышлению матеразиныхь символиче- 
скитё мнемоническихь (напоминающихть) средстве завязываня п развязы- 
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вашя узловъ истори и установленя исторической юридической ассошацаи 
между мысленным владътемз и матеральным, — ассощащм посред- 
ством5 символизованныхь (условныхъ) достовърностей, т. е. юридически 
активныхт втъроятностей *). Историческая генетическая и символическая 
тр'ангулящя стоитъ хлопоть, какъ и геодезическая. 

Матер!альные символы, какъ публичное истолковывающее средство, 
параллельное идеямъ символическаго мышлен!я, бываютъ мертвые и жи- 
вые, личные. 

Символическими инемоническими мертвыми матеральными средствами 
являются языкъ, арсеналъ силы закона и гражданске знаки различя и тож- 
дества, мемуары, памятники, вЪхи, вещественныя полноц8нныя м%ры (въ 
томъ числ металличесямя деньги — фетиши), бумажные гражданске акты, 
завфщан1я, идеи — д1аграммы или просвфтительные графичесюе образы 
ожиданшя и дЪйствительности, созидаемые по даинымъ статистики. 

Символическими живыми личными средствами являются корона съ 
пародомъ, посвященные, уполномоченные и аккредитованные люди, пред- 
ставляющие ту или другую идею — силу, исполняюпце ту или другую 
должность или публичную функцио, по формуламъ закона. Изъ этихт упол- 
номоченныхъ лицъ образуются коренные личные составы (корпоращи) свя- 
зыван!я, развязываня узловъ и общественныхъ тканей по скаламъ закона, 

Во веЪхъ этихъ испытаняхъь и оцфнкахъ достопиства и символиче- 
ской стоимости оборота играютъ роль: 1) психологическя течешя вЪр- 
ныхъ понят (традищи), 2) теченя матемальныя и имуществепныя и 
3) графичесмя сличеня ожиданй съ дЬйствительностю по рецептамъ 
и формуламъ историго-статистическаго метода, дающаго номографичесяе 
образы связп явлешй въ форм$ маграммъ со скалою времени # (см., на- 
примфръ, даграмму цфнъ ржи и числа кражъ въ $3 22). 

Мнемоническими установленными (каноническими) символами, посвяще- 
шями, помазанями передаются оть интервала къ интервалу, оть преды- 
дущаго къ послфдоющему, отъ покол$н1я къ поколфнию какъ идеи, такъ 
и матеральныя права и обязательства. 

Напримфръ, финансовая валюта, власть экономическая, магически 
течеть, какъ метафизическая «жидкость», по символамъ финансоваго 
правом®р!я отъ предыдущаго къ послфдующему. 

Подвижную наличность силы учрежденя, дисциплинированную до 
машинообразвнаго повиновешя символическому дирижироватю, мы назы- 
ваемъ кассой вт широкомъ смысл, считая, напримфръ, хорошо рекру- 
тируемую арм!ю кассой, мопета которой, солдать, дисциплинируется, 


*) См. В. А. Юшкевичь; «ИзслЪдовав1е въ области учешя о владфит. Пр!обрЪ- 
тене пладфн!я по римскому иприцву» (Ученыя Записки Лицея въ память Цесаре- 
вича Николая. Выц. 4. Москва, 1910 г.). 
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сберегается и умно расходуется какъ достовфрнал защитная цфлвость 
отечества. 

Обороты по формуламъ 2°, 4? и 5° лучше всего дають понять зпа- 
чен1е и цфлесообразность отечества, его общихъ защитныхъ и вспомога- 
тельныхъ утрежден!й и его ариометической и сииволичеческой формулы. 

Символичесмя историчесюя лица, вбирающ]я въ себя отечественную 
мощность путями историческаго объединешя силъ людей,—эти лица въ 
качеств представителей и знамепателей отечественной идеи пе уми- 
рають, хотя физическмо личные представители неумирающей идеи мо- 
гуть умирать одинъ за другимъ. Таково безсмерт!е главы государства: [е 
го? 654 тог-— уе 16 гой Эта жизневная формула примфнима не только 
къ верховнымъ символическимъ лицамъ, но и къ пизшимъ, поставленнымъ 
на должности, привязанныя къ опредЗленной идеё службы отечеству. 

Мистика свободы воли ва выборъ дфйствЙ нарушаетъ машинообраз- 
ный порядокъ историческаго кручен1я и расклубленмя событий. 

«Наука» безотвфтствепной свободы, портящей машину м'ропорядка, 
есть наука «отца лжи», или «внутренняго софиста»; она постепеннымъ 
накопленемъ (исподтишка) или разительно, но, какъ мы видфли, съ до- 
стовфрностью подгототовляетъь парадоксальное и затБмъ катастрофальное 
положеше для данной человВческой среды. 

Напротивъ, наука отвфтственной свободы, хорошо культивированной, 
есть челов$коискупительная, спасительная наука Отца истиннаго Свфта. 

Свобода Верховной власти неограничиваема фе лиге по причин$ пре- 
дфльности верха и ограничиваеть отвЪтствепностью поддаппыя свободы. 
По природВ своей Верховная власть отвфтствепна лишь передъ Богомъ. 

Верхнему основаню соотвфтствуеть общее благо и возможность 
подъема, прогресса для низовъ, возможность апеллящи въ случаЪ столкно- 
вен!й частныхъ иптересовъ. Частныя индивидуальныя права, огражден- 
ныя закономъ въ пижней инстанщи, подчиняются еще разь верховиому 
праву государства, въ суждени болЪфе объективному, или болфе безпри- 
страстному *). Верхъ есть кровъ для низовъ. Выразитель идеи верха, 
носитель короны, Глава государства, завершаеть общественность, какъ 
политический организмъ. 

Устой верха есть устой общаго крова. 








*) Какъ извфстно, терминъ «право» употребляется пъ двоякомь смысл: въ 
объективномъ и субъектавномъ. Право въ объективномъ смысл есть совокупность 
основныхъ правовыхъ положен, которыми оперируетъ государство, иначе говора— 
узаконенный порлдокъ общежит! я; правомъ въ субъективномъ смысль будетъ кон. 
кретное правомоч1е извфстной личпости, получипшеесл из примфнен!я отвлечевнаго 
правила къ данному конкретному случаю. И зъ томъ, и вь другомъ направлен!и 
право встрфчаеть препятств!н, которыя ему приходится преодолфвать и, такимъ 
образомъ, борьбою утверждать евое быт!е (Рудольфь 1еринзь: Борьба за право), 
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Насколько правовой индивидуализыъ (право въ субъективпомъ смыслз) 
находить себЪ частное мфсто и идографическую историческую раз- 
вертку въ государственно-общественномъ номографическомъ созв$зди, 
настолько же самостоятельный, самодержавный государственно-нашональ- 
вый индивидуализмъ находить себ м\сто и историческую идюграфиче- 
скую развертку въ ряду государствь земного тара, 

Силою вещей и договорами государствевно-нащональныя единицы 
размежевываются въ сферахъ своего авторитета, сосуществуя подобно 
системамъ вихрей — аттомовь Декарта *), принятыхъ въ теори Томсона 
(лорда Кельвина) и Гельмгольтца. Едипицы эти являются «изолирован- 
ными государствами» фонъ-Тюнена (см. мою книгу «Математическая ст8- 
тистика»), или сложными мопадами (многоедннствами) Н. В. Бугаева. 
Одпакоже между изолировапными государствами странствуютъ «кометы», 
просачиваются различныя течен1я и обороты, какъ этническя (въ формВ 
переселен!), такъ и экономическя, а равво и позпавательныя, пдейныя. 

Простёёшимъ вихремъ—атомомъ среды изолированнаго государства 
является въ учеши о нащональномъ государствЪ родъ съ его илеей ипро- 
долженя въ истори и идеей нашопальнаго отечества, Сохранеше рода 
и народа есть одна изъ важифйшихъ задачъ государственнаго домостроя. 

Паселен1е отечества трудится въ потф лица и ведеть торгь плодами 
труда. Все, что вырабатываетъ пахарь, могутъ отнять чрезъ торговые 
фокусы и присоски и чрезь широко открытые двери свободъ мтровые 
короли зототого тельца, засфвше въ извЪстпыхъ недосягаемыхъ м!ро- 
выхъ центрахъ (Лопдонъ, Нью-оркь, Парижъ, Берлииъ, ВЪна и пр.). 
Въ торговую же жизнь отечества, оборопяемаго снизу и сверху государ- 
ственно-наптональными учреждевями (какъ банки, кооперативы и пр.), 
не могутъ проникнуть присоски м!рового спрута. 

Ячейка отечества— это семья. Эта единица членовная, антиномиче- 
ская, соединяющая члеповъ семьи утовченною жизненною нитью взры 
другъ другу и любви. Таблицы браковъ, рожден1й, смертей, переселений 
опред$ляютъ типы бюджета человфческихъ жизней и прое бюджеты. 

Безконечное (трансцедентное) обобщен!е идеи отечественной семьи 
есть личное божеское Трединство; Оно, какь предвфчная Соборность, 
понимается нррацотильно, вЪрою. 

Земское ращёональное высшее обобщене идеи отечества— это государ- 
ство. Съ этой идеей связана идея общаго для всфхъ подданныхь крова, 
общей верхней кровельной защиты для земскихъ низовъ, взаимность между 


*) Ньюгонъ отетупилъ оть теори Декарта; однако, нынВ физики вернулись къ 
этой схем (см. Н. А. Фюбимовь: «Философя Декарта». С.-Петерб., 1886.—Н. Н. Ма- 
ракуевъ: Ньютонъ, его жизнь и труды. Изд. 2-е); тумъ болфе ова полезна въ ис/о- 
рико-гео-графическихъ конструкщяхъ политической космолоя. 
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верхомь и земскимъ низом; ипаче говоря, въ законы мышленя сим- 
волически включается законъ верхулю достаточнаго основаная, при- 
соедиляемый къ закону нижняю достаточнаго основаня. Какъ въ пира- 
мидЪ различаютъ два основаня, верхнее и нажнее, такъ и въ онтологиче- 
скомъ закопф достаточнаго основаня нужно различать дв необходимыхъ 
крайнихъь инстанщи или два необходимыхъ устойчивыхъ положешя: зем- 
щину и отечественное верховенство. 

Работа и надежда земскихъ народныхъ низовъ требуютъ отечествен- 
ной кровли, покровительства низамъ на всвхъ практическихъ путяхъ 
исторической загадки. Иваче говоря, въ полной вышепарт!йной консти- 
туши (въ полныхъ законахъ достаточнаго основан1я) нужно соединять 
нЪфеколько практическихъ пирамидъ, вершины которыхъ сходятся у Мо- 
нарха— Главы государства, у кормчаго государственнаго корабля. Верхнее 
основан1е, такимъ образомъ, превращается въ жизненпый узелъ земскаго 
политическаго оргапизма, цфльнаго и мудро развфтвленнаго, въ центрЪ ко- 
тораго сосредоточнвается разгадка предустановленной въ общихъ чертахъ 
гармони, при возможности управлять рулемъ корабля цфлесообразно. 

Повторяемъ, культурная свобода предполагаеть не только разумъ инди- 
видуальной самодфятельности и отвфтственности («Вафеаз согриз» 2с6), 
но и необходимую общую многоединую кровлю, сщёрху обосповывающую 
надежды и достовфрности посредствомъ государственных учреждений. 
Символически этому верху соотвЪтетвуеть куполъ св. Софи. 

Защитпики же свободы безъ кровельныхъ могучихъ учрежден1й хло- 
почуть не о благЬ народа, & о томъ, чтобы достовфрно верхь упалъ на 
низы и лишилъ ихъ отечественнаго крова. Такая свобода пропаганди- 
руется ложною наукой. Еще Тургеневъ въ «Отцахъ и ДЪтяхъ» заклеймилъ 
эту лженауку, назвав нигилистами ея служителей. 

Всз учрежден1я съ ихъ личными силами должны быть построены изъ 
усгойчивыхъ испытанныхт элементовъ и сообразно съ требовавями истин- 
ной науки и религозной природы отечества. Тогда сами учреждения сдф- 
лаются драгоцфнными школами, все государство сдфлается жизненною 
школою, вфра и паука сдфлаются пе роскошью, а свЪточами и совЪтни- 
ками по вс$мъ жизненнымъ задачамъ. 

Независимо отъ культа символизующихъ людей («божественныхъ лю- 
дей», по терминологи Платона), необходимы еще школа и культь людей 
простого нравственнаго склада, имфюний цЪфлию достигнуть того, чтобы 
по вемъ жизненнымъ предпосылкамъ чаще и чаще попадался въ демос8 
типъ просто честпаго, порядочнаго, трудолюбиваго человЪка, созпатель- 
наго въ своемъ долгф, совЪетливаго въ своихъ обязательствахъь и ихь 
выполнени. Названные два культа обезпечать оправдаше изрёчеюя Па- 
скаля: «рядовой народъ и выдающиеся люди вертять колесо истори». 


м и 


Государство, какъ совфстливое правовое многоединство, слагается 
изъ трехъ элементарныхъ собирательностей: А) государство, какъ церковь; 
Б) государство, какъь школа и дума; В) государство, какъ щитъ и мечъ. 
Въ каждомъ тип нужны три власти: законодательная, административная 
и судебная. Притяжеше силъ А, Би В другъ къ другу, хорошее сложене 
ихъ, есть результать тяготЬшя кь истинф нравственнаго млропорядка. Раз- 
ложеше ихъ есть результатъ работы «внутренняго софиста», «отца лжи». 

Простыя государственппыя структуры А, Б и В и попарныя метахи- 
мическ!я структуры АБ, АВ и БВ испытаны исторей. Волны демоса 
ихъ смывали; онф неспособпы спасать, искупать, оборонять. Каждое изъ 
двойственныхъ соединенй АБ, В, ВА, неомраченное примЪсью (— ), 
по силЪ метахимическаго сродства тяготфеть къ недостающему третьему 
элементу. Въ результатВ сродства получается структурная символическая 
формула трединаго вихреатомнаго (недфлимаго) пормативнаго государства 

В 


А ь 


Въ трединомъ нормативномъ государств® борьба за право (см. у 
Геринга) есть борьба противъь притяженй въ сторону (—) «злого рока». 


8 31. Погрёшности предсказайй и наблюденй. Лапласовская теор!я 

способа наименьшихъ нвадратовъ, упрощенная при помощи теоремы 

Чебышева. Критика установки опытовъ, относящаяся нъ выводамъ 
съ помощью этого способа. 


1. Погрёшности предсказан! и независимыя погрфшности непосред- 
ствепныхъ наблюдешй (надъ группами и направлешями силъ, положен 
и реальпыхт теченй, разносимыхъ тВлами, лучами и символами) неиз- 
б$жны. Но при програмныхъ массовыхъ независимыхъ наблюден!яхъ, 
коимъ дВлается толковал пзучпал сводка, искомое всетаки находится 
довольно точно; а безчисленныя погрфшности оцфниваются ихъ графи- 
ками и искупаются за счеть запасовъ. 

Способъ наименьшихь квадратовъ служить для отысканя, на осно- 
ванши значительнаго числа 7% погрфшительныхъ независимыхъ наблюде- 
в!й, группы у неизьфстныхъ (ж_>> у). Овъ имфеть троякое приложеше 
соотвфтственно тремь точкамть зрёя: Лежапдра, Лапласа и Гаусса. 

Точка зрфшя Лежандра интерполящонная, не имфющая отвошеня 
кь теори вфроятностей, но имфющая отношеше къ остальнымъ частямъ 
математики. Она прилагается, напримЪръ, къ опредфленю параметровъ 
Х, в, \,... интерполяцюнной функци Е (2, А, и, У...) перемфннаго 5 
при помощи данной группы значев1й этой функшн. Она имфетъь отноше- 
не къ математической формулировкВ эмпирическихъ закоповъ, выражаю- 
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щихъ плавный (безъ замтныхъ толчковъ и сотрясен!й) постепенный про- 
цессъ, допускающий приложен!е аналитическихь функц къ его изслф- 
дованию. 

Лапласъ же и Гзусеъ, съ различныхъ точекъ зрён!я, приложили спо- 
собъ наименыпихъ квадратовъ къ вопросамъ, имфющимъ твеную связь 
съ теорей взроятностей. Различе этихъ точекъ имфеть отношеше къ по- 
слЗдовательности фактовъ во времени: МЛапласт, обосновываеть способъ 
для предстоншихеь наблюден!й, т. е. учить какъ бы пророчествовать, 
судить въ смыфтномъ проективномъ порядкЪ; а Гауссъ обосповываетъ 
тоть же способъ на почв сдъланныхь наблюдешй, имфя возможность 
заднимъ числомъ ревизировать факты, сличать предположен!я съ оказа- 
тельствомъ на дфлЪ и примБнять синтетическое учеше о взроятностяхъ 
& роз4ог1011, сближающее теорю съ фактическою дЬйствительност!ю. 

П. Лапласовская теоря способа наименьшихъ квадратовъ уже подвер- 
глась переработк® въ трудахъ Коши и затФмъ Бьэнемэ, В. Я. Цингера, 
Лорана, Слетинскаго, Ярошенко, А. А. Маркова и другихъ *). Опа 
ограничивается, какъ извфстно, предположен1ями, исключающими систе- 
матическя погрёшности и, кромЪ того, разные парадоксы. 

Упростить Лапласовское обосповане способа, наименьшихъ квалратовъ 
и ярче отдфлить сомнительное отъ несомнЪфннаго возможно при помощи 
вышедоказанной (см. $ 18) теоремы Чебышева. 

Вотъ этоть упрощенный выводь. 

Пусть рядъ т независпмыхъ наблюденй приводить къ систем® уравне- 


НИ вида: ах бу... + рю — 1 =8,, (1) 
&=1 9... | _. 
ГД б.у... р. 


есть наблюдаемая линейная функшя % неизвфстныхъ 2, у, ..., №, дале 
[, есть ожидаемый результать наблюденя и 6, есть ожидаемая погрфт- 
ность паблюденя. Уравнешя (1) называются начальными. 

Оть характера нкаблюден!я зависить вфроятность $, (8,) 48, того, что 
погрёшпость 6, получить опредфленное значеше 5,. Видь функщи $, (5,) 
остается въ способф Лапласа безъ окончательпаго опредфленая. Пусть 
однако же наблюден1я и наблюдаемыя формы функщ ставятся такъ, что 
математичесюя ожидан!я пазависимыхъ погрёшностей 8,, 6,,..., 6, от- 
АЪЛЬНО Суть пули, т. е. 

9$, (8,).6,. 48 = 0 й=1 2. т. 4. @) 





=) Н. Гантеп: «Эбиыь. Маббёт».— В, Я. Цимерь «Способъ наименьшихъ кнад- 
ратовъ (Москва, 1862 г.).—И. В Слешински: «Къ теор!и способа наимепьшихъ квад- 
ратовъ» (Одесса, 1892). А. А. Марковь «Законь большихъ чисель и способъ 
наименьшихъ квадратовъ» (Извфстя Казанскаго Физико-Матем. Общества, зь 
1899 годъ). 
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гдз иптеграшя 65 распространяется на вс возможныя значен1я пере- 
мфннаго 6,, составляющая рядъ почти непрерывный. Условшя (2) гаран- 
тируются тщательнымъ исключешемъ систематическихь погрфшностей 
наблюдения. 

Математическая ожидашя квадратовъ погрёшностей 8,, 8,,..., 6» 
пусть всегда остаются конечными не выше даннаго предфла; этимъ исклю- 
чается паралоксальный случай или обезпечивается возможность прим?- 
нешя теоремы П, $ 18. Обозначимъ матем. ожидане 8, чрезь М,, 


< >] 9 С 
М, = 0%, (0) .0. 0 + в) 
Замфтимъ мимоходомъ, что численныя значешя погрёшностей 0,, а 
& слЪд. и численныя значен1я величинъ №, М,, ... зависятъ не только 


оть функшЙ $, (0%), но и отъ »одбора мърз (единицъ) тёхъ конкретныхъ 
явленш, численныя величины коихъ обозначены символами 2, у,... Круп- 
ныя по величин м$ры убавляютъ численныя значеня |8,| и 2М,; умень- 
шен!е мзръ въ 3 разъ увеличиваетъ числа Л/, въ $’ разъ. 

Умножая каждое изъ уравнен1й системы (1) на неопредфленный ино- 
житель Х, и складывая эти уравнен1я, получимъ ое 


2. У мну. УВ. +. Ур, — Ум, = — 6,^, . (4) 


Введемъ затВмъ условя; 


>» а,№ = т, №, В.А, = р Аа => Рь, =0 . (5) 


Эти усломя связывають лишь У изъ неопредфленныхь количествъ 
А, А» -- Ав; Остальные 1 — У остаются пока произвольными. Благо- 
даря условямъ (5), уравнене — получаетъ видъ: 


а: Ве с (6) 
т п 
О ее В. к вым) 


Прим$няя теорему Чебышева, обозначимъ чрезъ Р вфроятность того, 
что будуть имЪть силу неравенства: 


А 
О ол * на Юж. к {В 
Эта вфроятность, по теоремф Чебышева, должна удовлетворять не- 
равевствамъ: Н 
БИ | 1>Р>1— хи, во (9) 
Н =; [М.А + М, 5... = М.А] . . (90) 


Такь какъ, по условю примфнимаго здЗсь обобщеннаго закона боль- 
шихъ чиселъ, # весьма мало, то величина —. удовлетворяющая, по 
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предположен1ю, неравенствамт (8), можетъ быть пренебрежена, при чемъ 
равенство (6) получить видт: 1 
х = -У ее к О 


а чтобы это р%№шегле соотвфствовало наиболфе высокому зпачетю в?- 
роятности Р, нужно, чтобы низший ея предфлъ, отмфченный въ неравен- 
ствахь (9) величиною ый Н й 
ЕЯ т Е Е >. 
быль наибольшимь изъ всевозможныхъ значенй этой велины, какт, фупк- 
щи перем®нпыхъ А,, А,, .... А„, связанныхъ условями (5). Этотъ услов- 
ный максимумъ величины АК соотвЪтствуеть также условному мннимуму 
фувкщи Н, опредфляемой равенствомъ (10). 
Отыскивая условный минимумъ функши Н по извфстному плапу, бу- 
демъ сначала опредфлять безусловный минимумъ функщи 


НХ. (Ув, —т) У. У, —... 6. У Рь 

гдф Х, У,..., И’ суть ч новыхъ пеопредфленныхъ пока количествт,, не- 
зависящихъ оть перемВнныхъ А,, А,....; А». Потомъ примемъ услойн (5). 
По этому способу находимъ, въ дополневе къ системЪ (5), систему 
уравнетй, опредфляющихъ искомый мипимумъ фупкши ИН, именно: 
2М,. №, = 4 Х +... +. И, | 13. 
о и | | 
Системы (5) и (13) достаточны, вообще говоря, для опредфлен1я 
т —- у величанъ Л, Л... А. Х, 7,... 7". Величины А,. Лу. Ам 
легко исключить, послф чего получимъ для опредфленя вспомогатель- 

ныхъ величинъ Х, У,..., И” систему слфдующихъ у уравнений: 

х. У р у р У у, 

= т = т 


7 лы ТП 


ро УР — 
— 8’. Рав =0 


21 Г. (14) 

Е. У - ...- ТЯ. Ук Рь = 0, 

И т = т 
тдЪ вообще 9, = 1:(2М,,). 

Количества 49. 9.,..., 9» пропоршональны висамг предстоящихъ на- 
блюдевй, характеризующимь тщательность эксперимента или паблюде- 
шя, дающаго результаты 1, 1..1, 

Слфдуеть замфтить, что каждый коэффищентъь въ систем “14) при 
любомъ изъ неизвфстныхъ Х, 7,..., И’ для любого изъ уравненшй са- 
стемы представляеть среднее аривметическое отъ членовъ д, 4, ”, суммы 


ВИДА У у Чьть. Если эти члены суть всегда конечныя величипы, то при 


фо: 


любомъ весьма большомъ значони числа и наблюденйй система (14), во- 
обще говоря (исключеня бывають), даеть конечныя значен1я всЪхъ у 
неизвфстныхъ Х, У,..., И’. Сл$довательно и система (13) опред$лить 
конечныя значеня величинъ ^., А... А»; а потому и вышеуказанное 
количество Н, опредЗляемое равенствомъ (10), будетъ конечнымъ, при 
чемъ количество К будеть величиною, весьма близкою къ 1; т. е. сдз- 
ланныя выше предположеня (8), сводящя погрышность ^ приближен- 
женнаго равенства (11) къ ничтожной величин, будуть почти 00сто- 
върными. Въ этой достовзрности содержится главная цЪнность вывода. 

Ш. Исключенмя изъ этихъ общихъ разсужденй, нарушаюцщия норму 
(правило) надежности вывода (заключен!я), бываютъ тогда, когда слишкомъ 


мальъ детермиранть (аа); (а8),.. (ар) 


_ | 649, 68, 


р 
(ра), (26),..., (рр) 
гдЪ вообще для краткости положено: 


(47) = > 9ьЧк”ь — 9.947, + 9.927. +... -+ 9,47. . (16) 


Если детерминанть Г) есть нуль или приближенъ къ нулю настолько, 
что количества А,, опредфляемыя системами (13) и (14), оказываются 
либо безконечностями, либо слишкомъ большими конечными величинами, 
то вышеязложенныя суждев1я дзлаются парадоксальными. 

Очевидно, въ этихъ особыхъ случаяхъ имфеть мфсто парадоксъ вто- 
рой категории (см. 5 20), подрывающий довЪзр!е къ устойчивости выво- 
довъ. Этимъ исключительнымъ (но не р%$дкимъ) случаямъ соотвфтствуеть 
основательное сомнифне и то или другое парадоксальное положен въ 
услов1яхъ и уставовкЪф опытовъ и наблюденй; вышеуказанное количество 
К можеть далеко отойти оть 1, роняя нашъ курсъ довфрая къ выводамъ. 
Иначе говоря, при подобномъ парадоксальномъ положен оказываются въ 
наличности достаточныя основан!я, чтобы заранфе провидфть ненадежность 
предположеннаго вывода неизвЗстныхъ т, у... по способу наимень- 
шихъ квадратовъ, а потому искать другихъ способовъ надежнаго вы- 
вода и, можетъ быть, видоизыфнить услов!я и установку наблюден!й такъ, 
чтобы поставить дъло внъ сомнительнаю положензя. 

Выше мы выяснили способъ опредлен1я лишь одного нензвЪстнаго 2. 
Повторяя разсужден!я, можемъ тоть же способъ` распространить на 
остальныя неизвфстныя 9, ‘2,....№, выдвигая ихъ поочередно па м$- 
сто т. 

Найденныя по этому плану алгебраичесмя выраженя неизвЪстныхъ 


2,9... совпадаютъ по виду съ выраженями тВхъ значешй пере- 
мЪнныхъ 2, 7,..., 1, для коихъ функщя 
< 9 «< 9 < 
9,0, = 9.0% =... + 9.0. 
содержащая величины 6,, выводимыя изъ уравнен1й (1), обращается въ 


минимумъ. Въ этомъ убфждаются сл5дующимъ сопоставлен1емъ. 
Найденную выше формулу (11) нужно преобразовать съ помощью 


‚уравнений (13), исключая величины ^,, ^,...., А,. Получимъ: 
их М у У 9, ру 
т т = т 


Внося сюда детерминантныя выраженя неизвфстныхъ Х, 7,..., Й,, 
выведенныя изъ системы уравнен!й (14), будемъ имть: 


р ср. 
д = ли Ува, +72 У Ури, +. о Ули, . ‚ (17) 


гдЪ Д есть вышеуказанный детерминантъ, а Д,, есть его миноръ, полу- 
чаемый вычеркивашемъ въ детерминапт 0) строки А и столбца К. 

ВыЪстф съ тёмъ легко убФ®диться, что неизвфстная величина 2, опре- 
дфляемая равенствомъ (17), выводится изъ системы уравненй: 


1 ® ® 1 
х Ули у х Ч бьн... +0. У ькрь = 2», Чнамь 


чешы 
® % 
ео Га -у 2 —. Эн... р 9.бьР, = > 9% и. (.. (18) 
в - 
т У 9 Р.Я у У а .. и. Ульи к У, 0. Вы. 


Этою же самою системою опредфляютсл т$ значетя перемЗнныхъ 
т, 1...., №, Для которыхъ функщя ый бк обращаетсл въ шишиит. 

Способъ Гаусса (см. мою книгу «Геормя ВЪроятностей») приводить 
къ тфмъ же выражен1лмъ неизвфстпыхъь х, у,..., №, по съ другой точки 


зря. 
Это формальное (по алгебраическому выражепно результатовъ) сов- 
падеше рфшешй по способамъ Гаусса и Лапласа соотвЪтствуетъ какъ 


нельзя лучше практическому сличею ожидашя, формулируемаго въ 
сыътномъ (Лапласовскомъ) порядкЪ, съ оказательствомъ въ совершен и 
въ фактическомъ ревизонномъ (Гауссовомъ) порядкЪ. ДостовЪрное & ри, 
конечпо, оправдывается и заднимъ числомъ, согласно постулату, указан- 
ному въ $ 27, п. Г\; относительпость достовфрности и друме изъяны 
вывода и опытовъ дфлаютъ эту повбрку заднимъ числомъ пеобходимымъ 
старашемъ. 
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